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GRASSMANNIENNES AFFINES TORDUES SUR LES ENTIERS
par
Joa˜o Nuno Pereira Lourenc¸o
Re´sume´. — On construit des Z[t]-mode`les parahoriques Gf de Q(t)-groupes quasi-de´ploye´s tordus
G, absolument simples et simplement connexes a` corps de de´ploiement Q(ζe)(t1/e), e = 2, 3,
prolongeant les travaux de [PZ13] et [Ti84], de`s que G n’est pas unitaire de dimension impaire.
Il s’ave`re que les sche´mas en groupes re´sultants ne sont plus re´ductifs quasi-de´ploye´s au-dessus
de Fe(t), mais bien pseudo-re´ductifs exotiques basiques et pseudo-de´ploye´s au sens de [CGP15].
De plus, on utilise la the´orie de Bruhat-Tits pour les groupes pseudo-re´ductifs de [PL20] pour
comprendre Gf au-dessus de Fe[t]. Ensuite, l’on e´tudie leurs grassmanniennes affines locales et
globales, re´cupe´rant tous les e´nonce´s ge´ome´triques bien connus en dehors de {e = 0}. En particulier,
on construit des mode`les locaux de varie´te´s de Shimura lorsque la ramification n’est pas mode´re´e
et on ve´rifie plusieurs cas d’une conjecture de [SW17].
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1. Introduction
Les grassmanniennes affines GrG de k-groupes re´ductifs G sont des k-ind-sche´mas qui ont e´te´
introduits dans les anne´es 90 en the´orie ge´ome´trique des repre´sentations pour e´tudier le champ
des G-fibre´s sur une courbe a` l’aide de l’uniformisation de A. Beauville et Y. Laszlo [BL94].
Cependant, leur importance n’a e´te´ mise en relief que dans les de´cennies suivantes, dans fonda-
mentalement deux programmes : d’un coˆte´, l’e´quivalence de Satake ge´ome´trique, et de l’autre, la
the´orie des mode`les entiers de varie´te´s de Shimura ou plutoˆt de ce qu’on appelle leurs mode`les
locaux. Pour cette dernie`re application, il faut comprendre vraiment la structure ge´ome´trique de
certains sous-sche´mas ferme´s de GrG et la strate´gie adopte´e a` la suite de G. Faltings [Fa03] pour
parvenir aux re´sultats de´sire´s consiste a` tirer profit du fait que l’on a une re´alisation entie`re de la
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grassmannienne affine. Lorsqu’on veut traiter le cas des groupes non constants et tordus, la situa-
tion devient plus complique´e et les divers travaux monumentaux [PR08], [Zh14], [PZ13] de G.
Pappas, M. Rapoport et X. Zhu consacre´s a` ce proble`me n’ont pas re´ussi a` e´viter des hypothe`ses
de ramification mode´re´e - a` savoir la grassmannienne affine tordue n’est re´alise´e qu’au-dessus
de Z[1/e], ou` l’on note e ≪ l’indice de ramification ≫ divisant l’ordre du groupe fini Γ d’au-
tomorphismes par lequel on va tordre. Dans l’article pre´sent on se propose d’e´tendre la the´orie
existante dans le cas quasi-de´ploye´, simplement connexe et absolument presque simple aux cas de
ramification non mode´re´e et d’obtenir ainsi des re´alisations entie`res des grassmanniennes affines
tordues. L’e´tape-cle´ est la construction d’un certain Z[t]-groupe Gf affine, lisse et connexe, qu’on
regarde comme une famille entie`re de groupes parahoriques au-dessus de chaque corps premier
et dont la grassmannienne affine est celle qu’on cherche, en supposant que le Q(t)-groupe G fibre
ge´ne´rique de Gf est quasi-de´ploye´, re´siduellement de´ploye´ et a` tore maximal induit, et que son
de´rive´ est absolument presque simple, simplement connexe et a` syste`me de racines re´duit. Une
autre diffe´rence entre notre approche et celle de [PZ13] qui me´rite d’eˆtre mentionne´e, est que
les auteurs de ce dernier article essayent de relever un mode`le parahorique d’un groupe p-adique
donne´ en un sche´ma en groupes sur l’anneau des polynoˆmes a` coefficients dans l’anneau de va-
luation discre`te dont il s’agit, tandis que nous adoptons le point de vue de la re´duction d’un
Q[t]-groupe parahorique a` des Fp[t]-groupes parahoriques pour tout nombre premier p, lequel
est rendu possible par l’hypothe`se de quasi-de´ploiement. Signalons que, afin de entreprendre ce
travail, il faut utiliser la the´orie ge´ne´rale des groupes pseudo-re´ductifs de´veloppe´e tre`s re´cemment
par B. Conrad, O. Gabber et G. Prasad [CGP15], qui sera suffisante malgre´ son incomple´tude
en caracte´ristique 2 lorsque [K : K2] > 2 (voir [CP16]), ainsi que leur the´orie sche´matique
de Bruhat-Tits sur les corps discre`tement value´s, complets et a` corps re´siduels parfaits, qui
sera de´veloppe´e en [PL20]. Cette classification des groupes pseudo-re´ductifs sur les corps a e´te´
de´veloppe´e surtout pour qu’on puisse de´montrer certaines proprie´te´s ge´ne´rales concernant les
groupes alge´briques line´aires sur les corps locaux ou globaux, comme en [Co12] ou [Ro18], mais
ce texte est le seul, sans compter l’œuvre de J. Tits, [Ti84] et [Ti82], a` donner l’importance aux
groupes pseudo-re´ductifs exotiques qu’ils me´ritent.
Pour conclure en ce qui touche aux re´fe´rences historiques, nous aimerions rappeler au lecteur
que, dans le cadre de Kac-Moody, la communaute´ mathe´matique avait de´ja` e´tudie´ a` fond les
varie´te´s de drapeaux sur C typiquement de dimension infinie associe´es aux alge`bres de Kac-
Moody g, qui admettent un prolongement naturel en des Z-ind-sche´mas d’apre`s O. Mathieu
[Mat88]. Comme produit de´rive´ des re´sultats qu’on va pre´senter, se de´gage un dictionnaire
arithme´tique complet (sauf si g est de type 2A2n) entre les grassmanniennes affines tordues et les
varie´te´s de drapeaux de Kac-Moody affines. Le the´ore`me de normalite´ des varie´te´s de Schubert
retient toutefois son importance, parce que leurs de´finitions ne se ressemblent gue`re et qu’on
y recourt pour e´tablir la comparaison. Notons aussi que le cadre des grassmanniennes affines
permet de de´former ces espaces a` la A. A. Beilinson et V. G. Drinfeld [BD96] en un ind-sche´ma
ind-projectif sur une base bidimensionnelle, contrairement a` ce que l’on peut faire dans le cadre
de Kac-Moody.
Groupes tordus sur Z[t].— Soient k un corps alge´briquement clos, K = k((t)) le corps de
se´ries de Laurent a` coefficients dans k et G un K-groupe re´ductif, connexe, quasi-de´ploye´, sim-
plement connexe et absolument presque simple. Fixons un e´pinglage (H,TH , BH , XH) au-dessus
de Z de la Z-forme de´ploye´e H de G et un isomorphisme G⊗K Kse´p ∼= H ⊗K Kse´p de telle sorte
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que le groupe de Galois Gal(Kse´p/K) ope`re sur le membre de droite par automorphismes qui
pre´servent l’e´pinglage donne´. Comme le groupe Aut(H,TH , BH , XH) est isomorphe au groupe
d’automorphismes du diagramme de Dynkin de H , il s’identifie au groupe syme´trique Se d’in-
dice e = 1, 2 ou 3. Si e est diffe´rent de la caracte´ristique p de k, alors la plus petite extension
de K de´ployant G est L = k((t1/e)) (on dit que G est mode´re´ment ramifie´) et l’on a un iso-
morphisme G = (ResL/KH)
Gal(L/K), ou` ResL/KH de´signe la restriction des scalaires a` la Weil
de H sur laquelle Gal(L/K) ope`re de fac¸on galoisienne sur les coefficients et diagrammatique
sur H . Cependant, si e = p, alors le meˆme type d’e´nonce´ reste valide, mais il faut remplacer
l’extension k((t1/e)) de k((t)) par des classes d’isomorphisme en nombre infini de cloˆtures galoi-
siennes d’extensions se´parables de degre´ e. Cette diffe´rence arithme´tique se manifeste aussi dans
la mesure ou` les groupes G a` ramification mode´re´e et indice de Tits fixe´ (voir la classification de
[Ti66]) qu’on vient de de´crire peuvent eˆtre rassemble´s dans un Z[1/e][t±1]-groupe note´ aussi G,
en prenant la meˆme de´finition G = (ResZ′[1/e][t±1/e]/Z[1/e][t±1]H)
Se , ou` l’on pose Z′ = Z[ζe] - le
sche´ma en groupes e´che´ant est lisse, affine et connexe sur la base. La question qui a de´clenche´ ce
travail fut la suivante :
Question 1.1. — Supposons que e 6= 1. Y a-t-il un prolongement ≪ canonique ≫ de G en un
sche´ma en groupes au-dessus de Z[t±1] ? Si oui, quel groupe obtient-on en caracte´ristique e ?
La re´ponse est heureusement toujours affirmative et ce sche´ma en groupes fut originale-
ment construit par J. Tits, cf. l’appendice de [Ti84], en faisant usage des techniques de re-
collement du troisie`me chapitre de [BT84a], pour se ramener a` construire une ≪ donne´e ra-
dicielle sche´matique ≫ (T, Ua)a∈Φnd constitue´e de certains Z[t
±1]-mode`les des Γ-invariants des
sous-groupes correspondants de H . Si l’on exclut l’e´ventualite´ que l’indice de Tits de G soit de
type 2A2n (c’est-a`-dire, si G n’est pas un groupe unitaire de dimension impaire), ce que l’on fera
de´sormais, il est loisible d’identifier le Z[t±1]-groupe G a` un sous-sche´ma en groupes localement
ferme´ de ResZ′[t±1/e]/Z[t±1]H compatiblement aux constructions du paragraphe pre´ce´dent et dont
la construction ne demande que d’appliquer la prop. 2.2.10. de [BT84a] Il s’ensuit que G est
lisse, quasi-affine et connexe (fibre par fibre) ; ne´anmoins le caracte`re affine n’est pas imme´diat
et il faudra traiter ce proble`me dans la suite. Quant au groupe alge´brique que l’on obtient en
caracte´ristique e, le lecteur aura peut-eˆtre devine´ qu’il ne s’agit pas d’un groupe re´ductif, a` cause
de la pre´sence d’une extension de corps purement inse´parable Fe(t
1/e)/Fe(t), et en fait G⊗Fe(t)
est un groupe pseudo-re´ductif exotique basique et pseudo-de´ploye´ au sens de [CGP15], comme
mentionne´ plus haut dans le re´sume´. Ces groupes pseudo-re´ductifs forment une classe assez ex-
ceptionnelle qui a e´te´ de´couverte par J. Tits et la raison d’eˆtre de tels groupes, selon les auteurs
de [CGP15], est qu’il y a des diagrammes de Dynkin avec une areˆte a` multiplicite´ 2 ou 3 ; nous
pre´fe´rons les regarder comme le fruit de la volonte´ de prendre avec insistance des Γ-invariants
galoisiens-diagrammatiques d’un groupe de´ploye´, lorsque cela cesse d’eˆtre na¨ıvement possible.
Venons-en a` pre´sent aux constructions de type parahorique. Soit S le plus grand tore de´ploye´
de G contenu dans le Cartan T . Admettons pour l’instant l’existence d’isomorphismes ≪ cano-
niques ≫ entre les appartements A(G,S,Fp((t))) pour p un nombre premier et A(G,S,Q((t))).
Ceci soule`ve le meˆme type de questions que plus haut :
Question 1.2. — Supposons que e > 1 et que l’indice de Tits de G est diffe´rent de 2A2n. Si
on se donne une facette f ⊆ A(G,S,Q((t))), existe-t-il un Z[t]-groupe Gf modelant G tel que
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les spe´cialise´s Gf ⊗ Fp[[t]], pour un premier p, et Gf ⊗ Q[[t]] soient des sche´mas en groupes
parahoriques associe´s a` f ?
Remarquons que ce Z[t]-groupe hypothe´tique Gf, s’il e´tait en outre plat et affine, serait unique-
ment de´termine´ par les conditions de l’e´nonce´, par descente a` la A. Beauville et Y. Laszlo [BL95].
Il faut noter que, en dehors de {e = 0}, soit en [PR08], soit en [PZ13], on peut essentiellement
trouver une construction de ce sche´ma en groupes a` l’aide des techniques des Γ-invariants, mais
lorsqu’on insiste pour travailler avec coefficients entiers, il n’existe pas a` notre connaissance une
re´fe´rence dans la litte´rature ou` ce sche´ma en groupes soit construit. Pour construire cet objet,
on se propose de trouver une donne´e radicielle value´e et puis d’appliquer le the´ore`me sur l’exis-
tence de lois birationnelles ; il est possible de regarder Gf comme sous-groupe localement ferme´
d’un mode`le ≪ parahorique ≫ ResZ′[t1/e]/Z[t]Hf˜, mais le choix d’une facette f˜ n’est pas vraiment
canonique.
Ceci e´tant, pre´cisons le cadre un petit peu plus ge´ne´ral dans lequel on va travailler. On se
donne un groupe re´ductif G sur Q(t) tel que son de´rive´Gde´r soit simplement connexe, absolument
presque simple et quasi-de´ploye´ a` diagramme de Tits fixe´ diffe´rent de 2A2n et dont le tore maximal
T posse`de une e´criture comme produit de tores induits de la forme Gm et ResQ(t1/e)/Q(t)Gm (ce
qui est imme´diat dans le cas simplement connexe). Les Z[t±1]- resp. Z[t]-groupes G et Gf pour
f ⊆ A(G,S,Q((t))) se construisent de manie`re analogue et l’on peut re´sumer les conclusions de
la premie`re partie de l’article comme suit :
The´ore`me 1.3. — Le Z[t]-groupe Gf est lisse, affine et connexe fibre par fibre. Les sche´mas
en groupes de´duits de Gf par changement de base Z[t] → Fp[t], ou` p est un nombre premier
ou 0, sont des mode`les parahoriques de leurs fibres ge´ne´riques, qui sont re´ductives si p 6= e et
pseudo-re´ductives si p = e.
On dit un mot sur l’e´nonce´ et la preuve. Quand on parle de mode`les parahoriques sur un
anneau de Dedekind global, on veut dire tout simplement que, au-dessus des anneaux locaux
comple´te´s, on obtient des groupes parahoriques au sens de [PL20]. Vu que l’identification des
sche´mas en groupes est assez e´le´mentaire et qu’ils sont automatiquement quasi-affines, lisses et
connexes (fibre par fibre), on s’est ramene´ a` montrer qu’ils sont affines. Malheureusement on ne
peut pas suivre l’argument de [PZ13] verbatim, car celui utilise la cohomologie de groupes et
l’interpre´tation en tant que Γ-invariants. Ne´anmoins on re´ussit encore a` de´montrer l’affinite´ en
deux e´tapes : premie`rement, on rame`ne le cas ge´ne´ral au de´rive´ Gde´r, en jouant essentiellement
avec certains mode`les de tores sur Z′[t] ; si G = Gde´r, on va comparer Gf a` son enveloppe affine,
i.e. le spectre affine de ses sections globales, qui est un Z[t]-groupe affine et lisse contenant Gf
comme un ouvert ; on observe que l’enveloppe ne peut pas posse´der des composantes connexes
supple´mentaires dans les fibres, en appliquant le fait que StabG(K)Gf(O) = Gf(O) pour tout
henselise´ strict comple´te´ O de Fp[t], p ∈ P ∪ {0}.
La ge´ome´trie des grassmanniennes affines tordues. — Soient A un anneau et G un A[[t]]-
groupe affine et lisse. La grassmannienne affine GrG de G est le pre´-faisceau sur la cate´gorie des
A-alge`bres B qui classifie les G-torseurs sur le disque B[[t]] munis d’une trivialisation sur le
disque e´pointe´ B((t)). On dispose aussi des groupes d’arcs L+G et de lacets LG donne´s par
R 7→ G(R[[t]]), resp. R 7→ G(R((t))), tels que le faisceau quotient LG/L+G dans la topologie
e´tale soit isomorphe a` GrG. On s’inte´resse surtout au cas ou` A = Z et G = Gf en reprenant les
notations de la partie pre´ce´dente concernant les groupes tordus.
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Proposition 1.4. — La grassmannienne affine GrGf est repre´sentable par un ind-sche´ma ind-
projectif sur Z. Le morphisme canonique GrGde´r
f
→ GrGf est repre´sentable par une immersion
ferme´e par laquelle le membre de gauche s’identifie au re´duit de la composante neutre du membre
de droite.
La de´monstration de la proposition fait usage des varie´te´s de Schubert : soient N , resp. Nf le
normalisateur de S dans G, resp. Gf, n un e´le´ment de N(Z[t±1]) et conside´rons l’image ferme´e
Swf de L
+Gf → GrGf , g 7→ gn, qui ne de´pend que de l’image wf de n dans l’ensemble de doubles
classes Wf \ W˜/Wf ∼= Nf(Z[t]) \ N(Z[t±1])/Nf(Z[t]), ou` W˜ de´signe le groupe d’Iwahori-Weyl
de n’importe quelle fibre de G et Wf le stabilisateur de f dans le groupe de Weyl affine Wa.
Pour voir que la varie´te´ de Schubert Swf est projective, on se rame`ne au cas ou` f est une
facette, l’on fixe une de´composition re´duite w = [si1 , . . . , sin ] de w en des re´flexions si par
rapport aux cloisons fi de a et l’on montre notamment que la varie´te´ de Demazure Dw =
L+Gfi1 ×
L+Ga · · · ×L
+Ga L+Gfin /L
+Ga est repre´sentable par un Z-sche´ma lisse et projectif, tel
que le morphisme produit vers la grassmannienne se factorise en une application birationnelle et
surjective Dw → Sw. Cela re´sulte de la construction de Levis ≪ naturels ≫ de L+Gf, ce qui e´tait
implicite dans [PR08] et sera utilise´ pour montrer que nos varie´te´s de Demazure co¨ıncident avec
les varie´te´s e´ponymes dans le cadre de Kac-Moody.
The´ore`me 1.5. — Les varie´te´s de Schubert Swf sont normales et leurs fibres Swf ,p, p ∈ P∪{0}
sont ge´ome´triquement normales, Cohen-Macaulay et, de`s que p ∈ P, a` frobenii compatiblement
scindables. D’ailleurs, si G = Gde´r et f est une alcoˆve, alors elles s’identifient aux varie´te´s
e´ponymes dans le cadre de Kac-Moody.
La de´monstration du the´ore`me ci-dessus est la meˆme de G. Faltings [Fa03] lorsque G est
de´ploye´ ou de G. Pappas et M. Rapoport [PR08] lorsque e 6= 0. En se ramenant facilement
au cas de niveau iwahorique, on utilise des proprie´te´s ge´ome´triques des varie´te´s de Demazure,
comme par exemple la scindage des frobenii compatiblement aux immersions ferme´es Du → Dw,
u ≤ w, pour en de´duire que les normalise´es S˜w sont ge´ome´triquement normales et forment un
ind-sche´ma, sur lequel les parahoriques simples L+Gfi ope`rent. On se sert de cette ope´ration pour
obtenir l’isomorphisme S˜w → Sw, en le sachant au-dessus de Q. Comme on a de´fini les groupes
dans le cas minimal, on peut meˆme construire a` la suite de [Fa03] les fibre´s en droites qui
engendrent le groupe de Picard de GrGf , ce qui n’avait jamais e´te´ re´alise´ dans la litte´rature pour
les groupes tordus, meˆme si l’on se borne au cas de ramification mode´re´e. En ce qui concerne
la comparaison des varie´te´s de Schubert, on fait usage de la comparaison des re´solutions de
Demazure et des the´ore`mes de normalite´ dans chacun des deux cadres pour se ramener a` des
raisonnements topologiques. Nous voudrions aussi signaler que l’hypothe`se Gde´r = Gsc sur le
Q(t)-groupe G de la section pre´ce´dente est impe´rative, si l’on veut e´viter des complications
comme en [HPLR].
Le lecteur cynique pourrait objecter a` ce stade, nonobstant l’e´norme travail ge´ome´trique que
l’on a eu besoin de faire en avance, que les grassmanniennes affines ici construites ne sont alors que
des objets bien connus depuis trente ans. En re´ponse a` cela, nous objecterions que la de´formation
de Beilinson-Drinfeld, nous ne l’avions pas ! Par la`, on entend le pre´-faisceau GrG,B/A associe´ a`
des anneaux A → B et a` un B-groupe affine G, qui fait correspondre a` toute B-alge`bre C les
classes d’isomorphisme de G-torseurs sur B⊗AC munis d’une trivialisation en dehors du graphe
B ⊗A C → C. On a aussi des groupes de lacets LG et d’arcs L+G ope´rant sur GrG,B/A et dont
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le quotient pour la topologie e´tale LG/L+G = GrG,B/A s’identifie a` la grassmannienne affine.
Dans le cas ici conside´re´, l’on a A = Z, B = Z[t] et G = Gf et l’on en tire :
Proposition 1.6. — La grassmannienne affine globale GrGf ,Z[t]/Z est repre´sentable par un ind-
sche´ma ind-projectif sur Z[t].
L’ind-repre´sentabilite´ de ce pre´-faisceau par un ind-sche´ma ind-quasi-projectif re´sulte de l’exis-
tence d’une repre´sentation fide`le a` quotient quasi-affine pour tout sche´ma en groupes sur un an-
neau re´gulier et excellent de dimension 2 - ceci est duˆ a` [PZ13], cor. 10.7, en adaptant le´ge`rement
une ide´e de Thomason [Tho87]. En vertu de l’e´tude des changements de base de Gf, on parvient
a` la conclusion que toutes les fibres sont ind-projectives, ce qui a de´ja` surpris les experts, voir
[Ri19]. Si l’on conside`re l’ind-sche´ma G˜rGf de´duit de GrGf par changement de base Z[t]→ Z
′[t1/e],
il devient isomorphe a` la grassmannienne affine GrH au-dessus de Z
′[1/e][t±1/e] et on peut donc
contempler les adhe´rences sche´matiques G˜r
≤{µ}
Gf
des varie´te´s de Schubert Gr
≤{µ}
H usuelles, qui
seront encore appele´es varie´te´s de Schubert globales. Un argument formel montre qu’elles sont
projectives et inte`gres et la proposition de´coule finalement du fait qu’elles forment un recouvre-
ment topologique ferme´, lequel a` son tour se rame`ne a` des calculs explicites avec l’ind-sche´ma
ind-fini GrT ,Z[t]/Z. Encore mieux, l’on a une description ge´ome´trique de ces varie´te´s de Schubert
globales.
The´ore`me 1.7. — Les varie´te´s de Schubert globales G˜r
≤{µ}
Gf sont normales et plates sur Z
′[t1/e]
a` fibres ge´ome´triquement re´duites et e´gales a` la re´union des varie´te´s de Schubert de´termine´es
par l’ensemble admissible.
L’ensemble admissible, pour la de´finition classique duquel le lecteur est renvoye´ a` [PRS13],
doit eˆtre entendu ici en caracte´ristique e comme de´duit des autres caracte´ristiques a` l’aide des
identifications entre les groupes d’Iwahori-Weyl W˜ en caracte´ristiques diffe´rentes (et leurs doubles
classes suivant Wf) et il faut s’attendre aussi a` ce que le niveau au-dessus de {t 6= 0} soit spe´cial
correspondant a` l’origine, tandis qu’en t = 0 le niveau corresponde a` f.
Faisons aussi quelques commentaires relativement a` la de´monstration du the´ore`me, dont l’affir-
mation reste nouvelle meˆme lorsque e est inversible. Le proble`me le plus se´rieux est qu’on ne sait
plus si G˜r
≤{µ}
Gf est plat sur la base, contrairement a` ce qui se passe sur les anneaux de dimension
1, auquel cas l’assertion re´sulterait du the´ore`me de cohe´rence de X. Zhu [Zh14], qui s’e´tend a`
la mauvaise caracte´ristique par l’argument du cor. 4.4 de [Zh14]. Toutefois cette assertion faible
entraˆıne que l’espace topologique est le bon, donc le comple´ment du lieu de platitude de G˜r
≤{µ}
Gf
a codimension 2, ce qui entraˆıne que son normalise´ est plat sur Z′[t1/e]. D’apre`s l’affirmation
faible applique´e encore une fois, il s’ensuit que le morphisme de normalisation est une immersion
ferme´e au-dessus des fibres ; il ne reste plus qu’a` appliquer le lemme de Nakayama.
Enfin venons-en aux applications a` la the´orie des mode`les locaux. Ceux-ci doivent e´videmment
eˆtre e´troitement lie´s aux mode`les entiers de varie´te´s de Shimura, mais dans cet article on s’en
occupera dans un cadre ide´alise´/conjecture´ dans la the´orie des groupes surtout par G. Pappas et
M. Rapoport pendant les dernie`res de´cennies, cf. [PRS13] et [HPR18], et plus re´cemment par
P. Scholze, cf. [SW17]. Ce dernier a re´ussi a` donner une tre`s belle caracte´risation des mode`les
locaux sans hypothe`ses supple´mentaires, a` l’aide de ses me´thodes perfecto¨ıdes : il conside`re
une grassmannienne affine p-adique associe´e a` un Zp-groupe parahorique G et de´finie en termes
d’anneaux de pe´riodes p-adiques relatifs tels que B+dR ; ensuite il se demande si la partie dont les
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points ge´ome´triques sont ≪ borne´s par {µ} ≫ est repre´sentable par un sche´ma normal et plat sur
OE , ou` {µ} de´signe une classe de conjugaison de cocaracte`res ge´ome´triques de G et OE l’anneau
d’entiers de son corps de de´finition E. Voici une confirmation partielle de cette conjecture, dont
certains cas particuliers avaient e´te´ de´ja` traite´s en [HPR18], cf. th. 2.14 et cor. 2.16. :
Proposition 1.8. — La conj. 21.4.1. de [SW17] vaut pour tous les couples (G, {µ}) de type
abe´lien si le nombre premier p est impaire. Si p = 2, elle reste encore vraie, si l’on suppose
que les Q˘2-facteurs presque simples de G
ad sont de la forme ResF/Q˘2G1, ou` G1 est absolument
presque simple, se de´ploie sur une extension F˜ /F quadratique uniformise´e et n’est pas unitaire
de dimension impaire.
Ici on dit qu’un couple (G, {µ}) est de type abe´lien si, quitte a` remplacer G par un zig-zag
d’extensions centrales, on peut assurer l’existence d’une repre´sentation fide`le ρ : G → GLn
telle que {ρ ◦ µ} = {(1(d), 0(n−d))}. Une extension L/K de corps discre`tement value´s est appele´e
cyclique uniformise´e si L = K(̟1/e) pour une certaine uniformisante ̟ de K. Malheureusement,
on n’a aucune ide´e de comment e´tablir la conjecture dans les cas exceptionnels.
Leitfaden. — L’article est organise´ a` peu pre`s comme l’introduction. Au nume´ro 2 il s’agit de
construire les Z[t]-groupes parahoriques tordus qui sont la base de tout ce travail. Le nume´ro 3
concerne la ge´ome´trie des grassmanniennes affines tordues entie`res associe´es a` ces sche´mas en
groupes et maintenant on va de´tailler le contenu de chaque section.
Les 2.1-2.3 expliquent quelques notions pre´paratoires concernant automorphismes de groupes
e´pingle´s, syste`mes de Chevalley-Steinberg et une proce´dure d’e´largissement central ne´cessaires
pour construire et pour e´tudier Gf. Aux 2.4-2.6, on construit les Z[t]-groupes parahoriques Gf a`
l’aide des donne´es radicielles value´es et l’on de´crit leurs spe´cialise´s. L’affinite´ de ces sche´mas en
groupes est e´tablie au 2.7.
Dans le nume´ro 3, on commence au 3.1 par pre´senter les de´finitions et proprie´te´s basiques des
grassmanniennes affines. Les 3.2 et 3.3 montrent certains re´sultats structuraux sur les groupes
d’arcs L+Gf, qui sont exploite´s aux paragraphes 3.4-3.8 pour e´tudier le Z-ind-sche´ma GrGf et
montrer notamment que leurs varie´te´s de Schubert sont normales et qu’elles s’identifient aux
varie´te´s e´ponymes correspondantes dans le cadre de Kac-Moody. A` partir du 3.9 on se penche
sur la de´formation globale de Beilinson-Drinfeld et l’on montre le the´ore`me sur la ge´ome´trie
des varie´te´s de Schubert dans ce cadre au 3.10. Enfin on de´crit les applications a` la the´orie des
mode`les locaux de varie´te´s de Shimura au 3.11.
Remerciements. — Premie`rement, il faut e´videmment que je remercie mon directeur de the`se
P. Scholze, qui m’a sugge´re´ d’e´tudier les mode`les locaux des varie´te´s de Shimura et m’a aide´
constamment avec des conseils pre´cieux. Ensuite je tiens a` remercier vivement T. Richarz, qui
a toujours montre´ un grand inte´reˆt pour mon travail et partage´ tre`s ge´ne´reusement ses ide´es
mathe´matiques avec moi. C’est avec grand plaisir que je remercie J. Anschu¨tz, B. Conrad, P.
Gille, T. J. Haines, G. Pappas, M. Rapoport, M. Milheiro Marques Silva Santos et X. Zhu pour
des discussions fructueuses autour de ce sujet et/ou des commentaires pertinents sur le texte. De
plus, je tiens a` remercier A.-C. le Bras, qui a corrige´ plusieurs fautes de franc¸ais.
Notations et conventions. — Tous les anneaux conside´re´s seront unitaires et commutatifs.
La lettre e de´signera le premier 2 ou 3 correspondant a` la multiplicite´ de l’areˆte du diagramme
de Dynkin dont il s’agit dans chaque cas. Sauf mention contraire, on note R′ l’anneau R⊗ZZ[ζe]
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pour le choix de e fixe´, ou` ζe = exp(
2pii
e ), ce qui sera utilise´ surtout pour Z et Q. Le foncteur de
restriction des scalaires le long d’une extension plate et finie A→ B d’anneaux sera note´ ResB/A.
On dit qu’un A-groupe G est connexe si toutes ses fibres sont connexes. L’extension Z[t]→ Z′[t]
de l’introduction sera note´e plutoˆt Z[u] → Z′[v] en remplac¸ant t par u et t1/e par v = u1/e
comme dans [PZ13]. Les sche´mas en groupes parahoriques sur Z[u] seront note´s Gf et si l’on se
veut re´fe´rer au cas simplement connexe, on ajoutera le mot abre´ge´ de´r sous la forme d’exposant.
Les sche´mas en groupes de´duits de ceux-ci en prenant les changement de base Z[u] → Fp[u]
seront note´s Gf,p, ou` p de´crit l’ensemble P ∪ {0} et l’on pose F0 = Q. Dans le pre´sent article,
on ne s’occupera que des formes tordues quasi-de´ploye´es, dont le groupe de´rive´ est simplement
connexe. Sauf mention contraire, les immeubles ici conside´re´s sont les re´duits et non les e´largis.
Tous les ind-sche´mas sont stricts.
2. Familles entie`res de groupes parahoriques
Dans cette partie, on construit les sche´mas en groupes ≪ parahoriques ≫ Gf au-dessus de Z[t]
et l’on e´tudie leurs proprie´te´s.
2.1. — Donnons-nous un sche´ma en groupes de Chevalley H sur Z muni d’un e´pinglage, c’est-
a`-dire de la donne´e d’un couple de Killing TH ⊆ BH ⊆ H constitue´ par un tore maximal et un
Borel, une base ∆ du syste`me de racines Φ de H suivant TH et des isomorphismes xa : Ga → Ua
pour toute racine simple a ∈ ∆. On dit qu’une famille d’isomorphismes xa : Ga → Ua pour toute
racine a ∈ Φ forme un syste`me de Chevalley relatif au sche´ma en groupes e´pingle´ H (comparer
avec les 3.2.1. et 3.2.2. [BT84a]), si sa restriction a` ∆ redonne les isomorphismes de l’e´pinglage,
si l’e´le´ment ma = xa(1)x−a(1)xa(1) normalise TH et enfin si maxb(t)m
−1
a = xsa(b)(±t), pour un
certain signe, ou` a, b ∈ Φ et sa de´signe la re´flexion dans le groupe de Weyl W (Φ) par rapport a` a
(il faut noter qu’il n’est pas possible en ge´ne´ral de se de´barrasser de ces signes). Alors, la prop. 6.2
de [SGA3] affirme qu’il existe toujours un syste`me de Chevalley pour un tel groupe e´pingle´ H .
Ce choix de prolongement de l’e´pinglage en un syste`me de Chevalley n’est ne´anmoins pas unique,
parce qu’on se permet toujours de remplacer xa et x−a par leurs inverses, pour a ∈ Φ \ ±∆.
Conside´rons maintenant le groupe Ξ d’automorphismes de la donne´e radicielle e´pingle´e cor-
respondante a` ∆ ⊆ Φ ⊆ X∗(TH) et identifions-le au groupe des automorphismes de H fixant
l’e´pinglage donne´. Un syste`me de Chevalley comme ci-dessus s’appelle de Chevalley-Steinberg si,
pour tout automorphisme σ ∈ Ξ, l’on a σ(xa(t)) = xσ(a)(ǫσt) ou` ǫσ = ±1 et il est meˆme e´gal a` 1,
lorsque a n’admet aucune e´criture comme la somme de deux racines conjugue´es par l’ope´ration
de Ξ, ce qui est toujours vrai de`s que H ne contient aucun facteur du type A2n. Ce sont justement
ces signes me´chants, qui n’apparaissent que dans le cas de SL2n+1, qui nous forceront a` exclure
leurs formes tordues, c’est-a`-dire, les groupes unitaires de dimension impaire.
L’existence et l’unicite´ d’un tel syste`me de Chevalley-Steinberg, quitte a` inverser les xa, re-
monte essentiellement a` l’œuvre [St59] de R. Steinberg, cf. lem. 3.2 qui traite tout simple-
ment les involutions exte´rieures dans le cas ou` H est simple et voir le §4 de [Lan96] pour une
de´monstration comple`te. On fait observer encore que la de´finition d’un syste`me de Chevalley-
Steinberg au 4.1.3. de [BT84a] et, par conse´quent, de [Lan96] ne semble pas eˆtre e´gale a` la
mienne, mais cette apparence trompeuse se re´soudra d’elle-meˆme au paragraphe suivant.
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2.2. — Soient A un anneau noethe´rien et B une extension galoisienne finie de A a` groupe
d’automorphismes Γ. E´tant donne´ un homomorphisme de groupes τ : Γ → Ξ, on arrive a` une
A-forme quasi-de´ploye´eG de H se de´ployant sur B, en tordant H par le 1-cocycle γ 7→ τ(γ). Plus
explicitement, conside´rons la restriction des scalaires ResB/AH muni de la ope´ration de Γ qui
fait correspondre a` γ l’automorphisme τ(γ)⊗ γ ; si l’on pose alors G = (ResB/AH)
Γ, on obtient
la A-forme quasi-de´ploye´e cherche´e de H .
Comme dans [BT84a], on rebaptise le syste`me de racines de H en posant un tilde sur chaque
lettre qui lui est attache´e, alors Φ˜, a˜, etc. La vielle notation est maintenant re´serve´e aux notions
concernant le syste`me de racines de Φ(G,S) du A-groupe re´ductif quasi-de´ploye´ G par rapport
au plus grand sous-tore de´ploye´ S de T = (ResB/ATH)
Γ. On peut de´crire les racines a de Φ
comme e´tant la restriction des racines a˜ ∈ X∗(TH) a` X∗(S) et on sait que ces rele`vements a˜ de
a forment une orbite pour l’ope´ration de Ξ, cf. [BoT65] pour le cas des corps et [SGA3], exp.
XXIV pour une base arbitraire.
A` l’aide d’un syste`me de Chevalley-Steinberg sur H et en supposant que a ne soit ni divisible
ni multipliable, on obtient des isomorphismes xa : ResBa/AGa
∼
−→ Ua, r 7→
∏
γa˜∈Γa˜ xγa˜(γr),
ou` Ba de´signe l’alge`bre fixe du stabilisateur de a˜. La notation est un petit peu malheureuse,
vu que xa de´pend non seulement de a, mais aussi de a˜, le choix d’un autre rele`vement cor-
respondant a` conjuguer l’isomorphisme ci-dessus. Tels isomorphismes qui se distinguent entre
eux par conjugaison et/ou re´ciprocite´ seront dits semblables et le lecteur constatera que cette
diffe´rence est si insignifiante que la de´cision d’alle´ger la notation en supprimant cette de´pendance
est entie`rement justifie´e. Cela fournit aussi des homomorphismes ResBa/ASL2 → G prolongeant
les isomorphismes ci-dessus par restriction a` leurs sous-groupes unipotents canoniques. On pose
ma = xa(1)x−a(1)xa(1) et observe que cet e´le´ment induit la re´flexion par rapport a` la racine a
dans le groupe de Weyl de G. En effet, on voit que ma =
∏
γa˜∈Γa˜mγa˜, qui ne de´pend pas de
a˜, et alors int(ma) ◦ xb est meˆme semblable a` xra(b) pour tout couple de racines ni divisibles ni
multipliables.
2.3. — Dans cet article, on travaillera souvent en meˆme temps avec une classe de groupes
tordus a` groupe de´rive´ donne´ et l’une des taˆches les plus courantes consistera a` ramener le cas
ge´ne´ral au de´rive´. Pour cette raison, nous de´crivons maintenant une manie`re tre`s sympathique
inspire´e du 1.4 de [CGP15] de construire un Z-groupe de´ploye´H a` partir de ceux qui s’ave´reront
son de´rive´ Hde´r, son tore maximal T et d’une ope´ration convenable de T sur Hde´r.
Soit T un Z-tore de´ploye´ muni des morphismes T de´r → T → T ad, dont le compose´ est
l’application naturelle. Comme le Z-groupe des automorphismes de Hde´r qui fixent T de´r est
canoniquement isomorphe a` T ad, cette donne´e e´quivaut a` se donner une ope´ration de T sur Hde´r
ainsi qu’un morphisme e´quivariant T de´r → T . En particulier, l’application T de´r → Hde´r ⋊ T ,
t 7→ (t−1, t) identifie T de´r a` un sous-sche´ma en groupes ferme´ central de Hde´r ⋊ T et, par suite,
l’on a un faisceau en groupes quotient H := (Hde´r⋊T )/T de´r repre´sentable par un sche´ma d’apre`s
le §4 de [Ana73]. Il est clair que H est un Z-groupe de´ploye´, que T s’identifie canoniquement a`
son tore maximal et Hde´r a` son de´rive´. Re´ciproquement, tous les groupes Z-de´ploye´s e´pingle´sH a`
de´rive´ isomorphe a` Hde´r prennent justement la forme qu’on vient de de´crire. L’un des exemples
les plus inte´ressants de ces donne´es en the´orie de groupes alge´briques est le concept d’une z-
extension, c’est-a`-dire, si Hde´r = Hsc et T → T ad est un e´pimorphisme dont le noyau N est un
tore.
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Si on veut conside´rer les formes tordues quasi-de´ploye´es, il faudra relever la loi d’ope´ration
de Γ sur Hde´r a` H en tant que automorphismes de groupes e´pingle´s. On va supposer qu’un
tel rele`vement existe (qui n’est pas unique, puisque le groupe d’automorphismes exte´rieures
de H est typiquement infini) et on va le fixer une fois pour toutes. En termes des coproduits
avec T , cela s’exprime en disant que les fle`ches T de´r → T → T ad sont e´quivariantes pour les
ope´rations de Γ. E´videmment lorsqu’on trouve une extension d’anneaux galoisienne a` groupe Γ
comme au 2.2, on obtient une pre´sentation de G du type G = (Gde´r ⋊ T )/T de´r. Si Hde´r = Hsc
est simplement connexe et presque simple, il existe toujours une extension centrale Γ = Se-
e´quivariante H := T ad⋉Hsc de Had a` de´rive´ simplement connexe telle que le noyau N ∼= T sc et
le tore maximal T soient induits a` facteurs inde´composables de rang 1 ou e.
2.4. — Dans ce paragraphe on discute le concept des donne´es radicielles sche´matiques duˆ a` F.
Bruhat et J. Tits, cf. la de´f. 3.1.1. de [BT84a], dont la seule diffe´rence avec celle qui suit, est
qu’on ne demande pas explicitement que l’application S → Z soit une immersion ferme´e, puisque
cela est automatique, Z e´tant affine (voir le cor. 2.5. et le th. 6.8. de l’expose´ IX de [SGA3]).
De´finition 2.1 (F. Bruhat et J. Tits). — Soient A un anneau noethe´rien, inte`gre et nor-
mal, K son corps de fractions, G un K-groupe re´ductif connexe et S un sous-tore de´ploye´ maxi-
mal. Une donne´e radicielle dans G par rapport a` S au-dessus de A est la donne´e de A-mode`les
en groupes lisses, affines et connexes Z resp. Ua de Z = ZG(S) resp. du sous-groupe radiciel Ua
attache´ a` la racine non divisible a ∈ Φnd tels que :
(DRS 0) l’injection de S dans Z se prolonge en un morphisme S → Z, ou` S de´signe le seul
groupe diagonalisable a` isomorphisme unique pre`s modelant S.
(DRS 1) l’application conjugaison Z × Ua → Ua se prolonge en une application Z × Ua → Ua.
(DRS 2) si b 6= −a, l’application commutateur Ua×Ub →
∏
c=pa+qb∈Φnd,(p,q)∈Q2>0
Uc se prolonge
en un morphisme Ua × Ub →
∏
c=pa+qb∈Φnd,(p,q)∈Q2>0
Uc.
(DRS 3) si on note Wa l’ouvert Ua × U−a ∩ U−a × Z × Ua dans Ua × U−a, alors il existe un
voisinage ouvert Wa de Ua × U−a contenant la section unite´ et modelant Wa tel que
l’inclusion Wa → U−a × Z × Ua se prolonge en une application Wa → U−a ×Z × Ua.
Le lecteur aura de´ja` compris que le but de cette de´finition est de construire par ≪ recollement
ferme´ ≫ de Z et des Ua, a ∈ Φnd, un certain sche´ma en groupes G au-dessus de A avec de
bonnes proprie´te´s. Le §3 de [BT84a] traite de prouver un tel re´sultat a` l’aide de repre´sentations
line´aires entie`res et fide`les et ne marche que dans le cas re´gulier en dimension au plus 2, cf. 3.9.4.
de [BT84a] Cependant comme les auteurs eux-meˆmes l’avaient remarque´ au 3.1.7. de [BT84a],
la me´thode de preuve indique´e pour le proble`me en question consisterait a` appliquer la the´orie des
lois birationnelles du [SGA3], exp. XVIII, mais l’e´nonce´ du th. 3.7 ne fournit que des solutions en
espaces alge´briques et non pas en sche´mas. Entre-temps ce re´sultat a e´te´ descendu a` la cate´gorie
des sche´mas par S. Bosch, W. Lu¨tkebohmert et M. Raynaud, voir le th. 6.6.1. de [BLR] et on
utilisera ces deux re´fe´rences pour de´montrer l’e´nonce´ qui va suivre. Quoiqu’il soit suˆrement bien
connu des experts, nous n’avons pas re´ussi a` le trouver dans la litte´rature que dans le cas des
anneaux de valuation discre`te, cf. [Lan96], §5 et §6, dont la preuve est exage´re´ment complique´e
en empruntant des ide´es cruciales de la de´monstration de [BT84a] qui deviennent superflues
lorsqu’on travaille avec les lois birationnelles.
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The´ore`me 2.2 (F. Bruhat et J. Tits, a` peu pre`s). — Reprenons les notations de la
de´finition pre´ce´dente. Alors il existe un seul A-groupe quasi-affine, lisse et connexe G modelant
G tel que :
1. les inclusions Z → G et Ua → G pour tout a ∈ Φnd se prolongent en des isomorphismes de
Z et Ua sur des sous-A-groupes ferme´s de G.
2. pour tout syste`me de racines positives Φ+ et tout ordre mis sur Φ+, le morphisme∏
a∈Φ+nd
Ua → G soit un isomorphisme sur un sous-A-groupe ferme´ U+ de G.
3. l’application produit U− ×Z × U+ → G de´finisse un ouvert du membre de droite.
De´monstration. — Lorsqu’on se donne un ordre grignotant sur Φ+, cf. 3.1.2. de [BT84a], alors
le 3.3. de [BT84a] fournit une loi de groupe dans le produit U+ =
∏
a∈Φ+nd
Ua, en argumentant
par re´currence sur la longueur des parties positivement closes Ψ de Φ+nd et en appliquant la
re`gle (DRS 2). Comme les groupes trouve´s sont toujours lisses et connexes, le fait que U+
s’e´crit comme produit de ses sous-groupes ferme´s Ua range´s dans un ordre quelconque re´sulte du
the´ore`me principal de Zariski et de la meˆme inde´pendance de l’ordre au-dessus des corps, ce qui
est de´ja` classique. Notons e´galement que Z ope`re sur U canoniquement d’apre`s la re`gle (DRS 1).
Pour construire G satisfaisant a` la troisie`me proprie´te´, il suffit de construire une loi biration-
nelle sur CΦ+ := U
− × Z × U+ pour un choix quelconque Φ+ de racines positives, graˆce au
th. 6.6.1 de [BLR]. En effet, on n’a pas besoin de remplacer la grosse cellule par un ouvert
sche´matiquement dense relativement a` A d’apre`s l’argument du dernie`re paragraphe de 5.1 de
[BLR]. Il reste a` de´finir une application birationnelle CΦ+ 99K CΦ− prolongeant l’identite´ de G
dans la fibre ge´ne´rique, car cela permettrait de de´finir des applications rationnelles de produit et
d’inversion dans CΦ+ , en commutant tous les facteurs et en multipliant ou inversant lorsqu’il le
faut. Montrons plus ge´ne´ralement la meˆme assertion pour chaque paire de syste`mes de racines
positives Φ+ et Φ+1 par re´currence sur le cardinal de Φ
+
nd ∩ Φ
−
1,nd. Si cette intersection contient
justement la racine non divisible a, alors l’axiome (DRS 3) en fournit un morphisme rationnel
CΦ+ = UΦ−nd\{−a}
×U−a×Z×Ua×UΦ+nd\{a}
99K UΦ−nd\{−a}
×Ua×Z×U−a×UΦ+nd\{a}
= CΦ+1
. Ceci
montre aussi que le groupe obtenu est inde´pendant du syste`me de racines positives Φ+ choisi.
Maintenant on dispose du A-groupe lisse, se´pare´ et connexe G (donc quasi-affine graˆce au cor.
VII.2.2. de [Ray70]) qui mode`le G et contient les diffe´rents CΦ+ en tant qu’ouverts, et il faut
encore voir que les sous-groupes localement ferme´s Z et U+ sont effectivement ferme´s. Or l’image
re´ciproque de ZU+ := Z ⋉ U+ par le reveˆtement fide`lement plat C− × C+ → G est de´termine´e
par la condition ferme´e b1b2 = 1, ou` (a1, b1, b2, a2) ∈ ZU+ × (U−)2 × ZU+, ce qui ache`ve la
ve´rification de l’affirmation par descente fide`lement plate.
En principe on voudrait que le groupe G soit affine, mais cela ne de´coule ni de la construction
avec des lois birationnelles ni de celle de [BT84a] : le VII.3 de [Ray70] fournit un exemple d’un
groupe quasi-affine, lisse et connexe qui n’est pas affine ; remarquons ne´anmoins que, par contre,
celui du 3.2.15. de [BT84a] s’ave`re affine. Toutefois l’on a :
Proposition 2.3 (M. Raynaud, a` peu pre`s). — Soient A un anneau noethe´rien et re´gulier
de dimension infe´rieure ou e´gale a` 2 et G un A-groupe lisse, connexe et quasi-affine. Alors la
A-alge`bre Γ(G,OG) est munie d’une structure canonique de A-alge`bre de Hopf plate de type fini.
De plus, le A-groupe re´sultant Gaf := Spec Γ(G,OG) est lisse, affine et sa composante neutre
s’identifie a` G par l’application naturelle.
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De´monstration. — M. Raynaud avait montre´ en [Ray70], prop. VII.3.1., que, lorsqu’on se trouve
dans les circonstances e´nonce´es, Γ(G,OG) e´tait plate sur A et, par suite, que Gaf e´tait un A-
groupe plat admettant G comme sous-groupe ouvert par le morphisme canonique G → Gaf.
Malheureusement il n’est pas clair que Γ(G,OG) soit une A-alge`bre de type fini. D’apre`s la prop.
2.3.1. de [Ana73] ou la prop. 12.9 de l’expose´ VI B de [SGA3], on peut trouver un ouvert U de
SpecA a` comple´ment fini tel que GU soit affine, d’ou` en particulier la pre´sentation finie de Gaf
au-dessus de U . Par descente fide`lement plate et quasi-compacte, on se rame`ne au cas ou` A est
un anneau local d’ide´al maximal m et m-adiquement se´pare´ et complet.
Nous affirmons d’abord que Gaf est de type fini au-dessus de A/mn pour tout entier positif
n, ce qui re´sulte imme´diatement du cas n = 1 graˆce au lemme de Nakayama nilpotent. Alors
le monomorphisme Gk → Gafk est ouvert par hypothe`se et ferme´ d’apre`s le lemme 11.18.1 de
[SGA3], identifiant donc le membre de gauche a` la composante neutre de Gafk . Vu que le faisceau
quotient π0(Gafk ) := G
af
k /Gk est repre´sentable par un groupe proe´tale, cf. [DG70], III §3 7.7, dont
la section unite´ est ouverte, on en tire que π0(Gafk ) est un groupe e´tale fini et que le k-groupe G
af
k
est force´ment de type fini.
En sachant que Gaf est lisse au-dessus de chaque quotient artinien de A, on peut relever par
re´currence tout point de Gaf a` valeurs dans k en un A-point correspondant (de fac¸on non unique
e´videmment) et par translation de G dans Gaf par ces points, on de´rive la lissite´ de ce dernier.
2.5. — Dans le pre´sent paragraphe, on va construire les sche´mas en groupes sur Z[u], mission
pour laquelle les notations des paragraphes pre´ce´dentes seront garde´es. Ne´anmoins il faudra que
les hypothe`ses additionnelles suivantes soient faites : H de´signera de´sormais un groupe e´pingle´
tel que Hde´r soit simplement connexe et presque simple sauf du type A2n ; on note Γ = Se le
groupe d’automorphismes e´pingle´s de Hde´r et l’on suppose que l’ope´ration de Γ sur Hde´r se rele`ve
a` H et que le tore maximal T du groupe e´pingle´ H fournit un Z[Se]-module de permutation
X∗(T ) a` rangs inde´composables 1 ou e.
On conside´rera l’extension d’anneaux Z[u] → Z′[v] avec ve = u, dont le groupe d’automor-
phismes s’identifie a` Se et qui devient galoisienne en dehors de eu = 0. Les ge´ne´ralite´s du nume´ro
pre´ce´dent fournissent alors un groupe re´ductif quasi-de´ploye´G au-dessus de Z[ 1e ][u
±1]. D’un coˆte´,
G. Pappas et X. Zhu ont prolonge´ en [PZ13] ce sche´ma en groupes en un sche´ma en groupes
affine, lisse et connexe Gf sur Z[
1
e ][u], ne de´pendant que d’une facette f ⊆ A(G,S,Q((u))). D’un
autre coˆte´, Tits avait de´ja` donne´ en [Ti84] une construction d’un prolongement du sche´ma en
groupes lisse et connexe G sur Z[u±1]. L’objectif de ce nume´ro est alors de donner une construc-
tion des sche´mas en groupes affines, lisses et connexes Gf sur Z[u], qui ge´ne´ralisent simultane´ment
les deux constructions susmentionne´es.
Pour le mode`le T , on prend le sche´ma en groupes Gkm × ResZ[v]/Z[u]G
l
m, regarde´ comme un
Z[u]-mode`le de T a` l’aide d’un isomorphisme quelconque T ∼= Gkm × ResZ[ 1e ][v±1]/Z[ 1e ][u±1]G
l
m.
Il ne de´pend pas du choix d’isomorphisme, parce qu’il s’identifie a` l’image ferme´e de T dans
le Z[u]-sche´ma ResZ′[v]/Z[u]TH , comme on le ve´rifie aise´ment (et c’est justement la` qu’on utilise
l’hypothe`se faite sur l’ope´ration de Γ sur le tore TH). Il s’ave´rera utile dans la suite d’observer que
T jouit de certaines proprie´te´s fonctorielles, e´tant le seul mode`le en groupes de T a` isomorphisme
pre`s, qui est affine, lisse, connexe et qui, sur tous les anneaux locaux de hauteur 1, est e´gal au
mode`le de Ne´ron connexe de T .
Afin de de´finir les mode`les Ua,f, conside´rons la fonction quasi-concave optimale f : Φ→ R at-
tache´e a` f (voir le 4.6.26. de [BT84a]), qui de´pend du choix d’un syste`me de Chevalley-Steinberg
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comme plus haut et de la valuation u-adique ω de Q(u) normalise´e de telle sorte que ω(u) = 1. A`
un ide´al fractionnaire inversible a dans le corps de fraction d’un anneau inte`gre, on associe canoni-
quement un A-mode`le de Ga, qui sera note´ a⊗Ga. Posons alors Ua,f := ResZ[va]/Z[u]〈v
eaf(a)
a 〉⊗Ga,
ou` va = v, ea = e si a est courte et va = u, ea = 1 sinon, et regardons-le comme un Z[u]-mode`le
en groupes de Ua par transport de structure le long de xa. Ceci est bien de´fini, car eaf(a) est
toujours un entier, et ne de´pend pas du choix implicite de rele`vement a˜ dans la de´finition de xa,
parce qu’ils sont semblables (si e = 3, il faut choisir le rele`vement convenablement pour obtenir
l’extension cubique Z[v]/Z[u]). Enfin, on ve´rifie :
Proposition 2.4 (F. Bruhat et J. Tits, J. Tits). — Les sche´mas en groupes (T ,Ua,f )a∈Φ
forment une donne´e radicielle sche´matique sur G au-dessus de Z[u].
De´monstration. — Observons tout d’abord le truc suivant a` la Beauville-Laszlo [BL95] : on a
l’e´galite´ A = A[u−1]∩A⊗Q[[u]] dans A⊗Q((u)) pour toute Z[u]-alge`bre plate A. Cela implique
qu’on peut toujours construire des homomorphismes entre tels anneaux par recollement au-dessus
de Z[u±1] et puis Q[[u]], ce qui aidera dans la ve´rification des axiomes, puisque, d’un coˆte´, les
donne´es ne de´pendent pas non plus de f lorsque u est inversible, et de l’autre coˆte´, l’affirmation
est bien connue au-dessus de Q[[u]]. Encore mieux, on pourrait tout simplement citer la p. 217
de [Ti84] et en de´duire l’affirmation. En tout cas, nous allons expliquer comment ve´rifier tous
les axiomes pour aider le lecteur.
L’axiome (DRS 0) est e´vident. Pour l’axiome (DRS 1), on utilise les formules de l’annexe A de
[BT84a], qui de´crivent la loi de commutation a` similitude pre`s pour un syste`me de Chevalley-
Steinberg, comme lequel qu’on a introduit, et qui pre´servent leur sens sur Z[u±1]. Concernant
l’axiome (DRS 2), on voit aise´ment que l’action de T sur Ua est donne´e par la composition
a˜ : T → ResQ(va˜)/Q(u)Gm suivie de l’action naturelle du membre de droite sur ResQ(va˜)/Q(u)Ga,
identifie´ avec Ua par xa˜. Le premier morphisme peut e´videmment eˆtre prolonge´ en un morphisme
entre les mode`les parahoriques et l’action naturelle garde aussi un sens sur Z[u±1].
Traitons finalement le dernier axiome (DRS 3) et prouvons une version plus de´taille´ : on va
de´finir le voisinage ouvert Wa,f de la section unite´ comme l’ouvert spe´cial correspondant a` une
certaine section globale da de Ua,f × U−a,f, entendu ici comme um morphisme de ce sche´ma vers
A1. Cette version renforce´e se laisse formuler en mentionnant seulement des morphismes entre
sche´mas affines et lisses, et donc il suffit de constater que les formules du 4.1.6 de [BT84a] restent
valables au-dessus de Z[u±1]. Le fait que Wa,f contienne la section unite´ de´rive alors de ce que
ceci marche au-dessus de Z[u±1] et Q[[u]], et donc l’application s’e´tend. En effet, on peut aussi
voir que le sous-sche´ma ferme´ de Ua,f ×U−a,f donne´ par da est plat sur Z[u], ce qui entraˆıne que
Wa,f est caracte´rise´ comme le plus grand ouvert dont la fibre ge´ne´rique co¨ıncide avec Wa.
Une autre me´thode pour e´tablir cette proposition consisterait a` prendre un point quelconque
x ∈ f, a` le regarder comme appartenant a` A(H,TH ,Q′((v))) et a` contempler le sche´ma en groupes
lisse et affine ResZ′[v]/Z[u]Hx correspondant. La fibre ge´ne´rique de ce sche´ma contient le groupe G
et si on conside`re l’image sche´matique de T et des Ua, pour a ∈ Φ, dans ce sche´ma en groupes, on
revient, par un raisonnement similaire impliquant les e´pinglages relatives, aux meˆmes mode`les en
groupes pour G. Commentons e´galement un truc qui s’ave`re tre`s utile dans certaines situations.
Si on se contente de construire le sche´ma en groupes Gf au-dessus de Z′[u], il suffit de conside´rer
l’extension cyclique Z′[u]→ Z′[v] ainsi que l’ope´ration du sous-groupe distingue´ cyclique Γ0 = Ae
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de Γ sur H et, en re´pe´tant les meˆmes arguments, on arrive a` re´aliser Gf comme sous-sche´ma en
groupes localement ferme´ de ResZ′[v]/Z′[u]Hx, fixe par Γ0.
Dans une autre direction, lorsque la fibre ge´ne´rique de G est un groupe classique, il serait aussi
tre`s inte´ressant d’interpre´ter ces sche´mas en groupes comme classifiant les automorphismes de
certains re´seaux munis des formes quadratiques comme en [PZ13], sec. 4 ou [Ti84], p. 218-219,
ce qui peut eˆtre regarde´ comme une ge´ne´ralisation aux bases bidimensionnelles de l’appendice du
ch. 3 de [RZ96] (voir aussi [BT84b], [BT87] et [Kir17] pour des cas classiques non mode´re´ment
ramifie´s sur un anneau de valuation discre`te).
2.6. — Ici on va examiner quelques changements de base des sche´mas en groupes Gf qui
s’ave`reront tre`s utiles au dernier nume´ro. Soient p ∈ P∪{0} un nombre premier ou ze´ro et Gp le
Fp(u)-groupe alge´brique line´aire obtenu a` partir de G par le changement de base Z[u]→ Fp(u).
Si p 6= e, alors Gp est un groupe re´ductif quasi-de´ploye´ et l’on a un isomorphisme d’appartements
en tant que complexes simpliciaux A(Gp, Sp,Fp((u))) ∼= A(G0, S0,Q((u))) tel que les valuations
de Chevalley-Steinberg induites par les syste`mes e´ponymes choisis d’abord correspondent l’une
a` l’autre (normalise´es de telle fac¸on que ω(Fp((u))
×) = Z). Arme´ d’une telle identification, il est
aise´ de voir que le sche´ma en groupes Gf⊗Fp[[u]] est le mode`le parahorique de Gp correspondant
a` la facette f.
Que dire du groupe alge´brique line´aire Ge ? Commenc¸ons par le cas ou` H = H
de´r est sim-
plement connexe. Par construction de Gf, on a un monomorphisme de groupes alge´briques, donc
force´ment une immersion ferme´e, de Ge dans (ResFe(v)/Fe(u)H)
Γ0 . Vu que la partie galoisienne de
l’ope´ration de Γ0 sur cette restriction des scalaires s’e´vapore tout simplement en caracte´ristique
e, ce groupe alge´brique admet l’e´criture sous la forme de ResFe(v)/Fe(u)H
Γ0 , ou` Γ0 ope`re par
Fe-automorphismes exte´rieurs sur le Fe-groupe de´ploye´ H . D’apre`s R. Steinberg, cf. le th. 8.2 de
[St68] (comparer avec l’introduction de [Spr06] ou la prop. 5.1 de [Hai18] pour une preuve en
langage moderne), le groupe alge´brique HΓ0 est connexe semi-simple absolument presque simple
simplement connexe de´ploye´ a` syste`me de racines Φ ayant T Γ0 pour un Fe-tore maximal. Ce
tore se de´compose dans un produit de groupes multiplicatifs Gm e´tiquete´s par les racines simples
a ∈ ∆ et donne´s par les formules a∨ : Gm → T Γ0 , t 7→
∏
γ∈Γ0a˜
γa˜∨(t) et ses groupes radiciels
nume´rote´s par a ∈ Φ sont e´gaux a` (
∏
γ∈Γ0a˜
Uγa˜)
Γ0 et donne´s par les e´pinglages ya : Ga → HΓ0 ,
t 7→
∏
γ∈Γ0a˜
xγa˜(t), qui forment un syste`me de Chevalley sur Fe, comme on ve´rifie aise´ment.
Alors, on observe, graˆce aux e´pinglages de´finis, que le sous-groupe radiciel Ua,e co¨ıncide avec :
l’image de ResFe(v)/Fe(u)Ga par ResFe(v)/Fe(u)ya tout entie`re si |Γ0a˜| = e ou, ce qui revient au
meˆme, si a est courte ; ou il est e´gal au Fe(u)-sous-groupe Ga si |Γ0a˜| = 1, ce qui e´quivaut a` dire
que a est longue. On remarque que le meˆme type d’e´nonce´ vaut aussi pour le centralisateur Te de
Se en fixant la de´composition en produit Ta∨,e provenant par de´ge´ne´rescence des caracte´ristiques
diffe´rentes de e. Rassemblant tout cela, on arrive a` la conclusion surprenante que Ge n’est autre
que le seul Fe(u)-groupe alge´brique pseudo-re´ductif exotique basique pseudo-de´ploye´ a` syste`me de
racines Φ (voir le 2.2 de [PL20]) ! Dans le cas ge´ne´ral, on a Ge = G
de´r
e ⋊Te/T
de´r
e qui est pseudo-
re´ductif pseudo-de´ploye´ d’apre`s la prop. 1.4.3 de [CGP15], car Te = G
k
m × ResFe(v)/Fe(u)G
l
m
l’est.
Le raisonnement ci-dessus montre encore que le prolongement du syste`me de Chevalley-
Steinberg relatif a` Ge est un quasi-syste`me de Chevalley au sens de la de´f. 2.4. de [PL20]
et donc on a une valuation de Chevalley-Steinberg normalise´e de la fac¸on usuelle (voir prop.
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2.6. de [PL20]), a` l’aide de laquelle on identifie A(Ge, Se,Fe((u))) avec les autres apparte-
ments des groupes re´ductifs Gp pour p 6= e. Il s’ensuit que Gf ⊗ Fe[[u]] est le mode`le para-
horique attache´ a` la facette f moyennant l’identification pre´ce´dente. Quant aux identifications
d’appartements, on affirme encore qu’il y a des isomorphismes entre les groupes d’Iwahori-
Weyl Np(Fp((u)))/Tp(Fp[[u]]), ou` Np de´signe le normalisateur de Sp et Tp le mode`le de Ne´ron
connexe de Tp sur Fp[[u]], tels que les identifications donne´es auparavant soient stables par les
lois d’ope´ration correspondantes.
En effet, soit N le normalisateur de S ⊗ Z((u)) dans G ⊗ Z((u)), qui est un sche´ma en
groupes affine et lisse sur l’anneau de Dedekind Z((u)), comme l’affirme le cor. 5.3 bis. de
l’expose´ XI de [SGA3]. Montrons que l’homomorphisme de groupes N(Z((u)))/T (Z[[u]]) →
Np(Fp((u)))/Tp(Fp[[u]]) est toujours bijectif, ce qui fournira par zig-zag l’isomorphisme cherche´
ci-dessus. D’abord notons que N(Z((u)))/T (Z((u))) = (N/T )(Z((u))), graˆce a` l’annulation de
H1e´t(Z((u)), T ) conse´quence du lemme de Shapiro et du the´ore`me 90 de Hilbert. Mais le groupe de
Weyl W = N/T est se´pare´ sur Z((u)), ce qui entraˆıne que l’applicationW (Z((u)))→W (Q((u)))
est injective. Comme les ma sont de´finis sur Z((u)) et engendrent le groupe de Weyl dans chaque
fibre, W (Z((u))) → W (Fp((u))) est d’autre part surjective et le re´sultat suit d’une comparai-
son d’ordres. Il reste observer la bijectivite´ de T (Z((u)))/T (Z[[u]]) → Tp(Fp((u)))/Tp(Fp[[u]]),
ou` l’on utilise comme d’habitude la de´composition en produit de restrictions des scalaires de
groupes multiplicatifs. De´montrons enfin l’e´quivariance, qu’il suffit de la ve´rifier pour une partie
ge´ne´ratrice : pour les translations, l’assertion devient e´vidente, en observant que l’ope´ration de
T sur Ua se factorise dans l’ope´ration naturelle de ResZ[va]/Z[u]Gm sur ResZ[va]/Z[u]〈u
ff(a)〉Ga ; les
classes des ma a` leur tour ope`rent par des re´flexions correspondantes du groupe de Weyl fixant
l’origine.
Soit a ∈ F
×
e et conside´rons le spe´cialise´ Gf ⊗Z[u] Fe(a)[[u − a]] qui mode`le le groupe pseudo-
re´ductif G⊗ Fe(a)((u − a)). Ce groupe pseudo-re´ductif posse`de aussi un quasi-syste`me de Che-
valley induit pour celui au-dessus de Fe(u) et donc le th. 1.2. de [PL20] en fournit une notion de
mode`les parahoriques, pour laquelle on confirme imme´diatement que Gf⊗Z[u]Fe(a)[[u−a]] co¨ıncide
avec le sche´ma en groupes parahorique associe´ a` l’origine 0 ∈ A(Ge, Se,Fe(a)((u− a))). On tient
a` attirer l’attention du lecteur sur le fait que les Fe((t))-groupes pseudo-re´ductifs Ge ⊗ Fe((t))
avec t = u − a sont e´videmment tous isomorphes, de telle fac¸on que les pseudo-e´pinglages sont
pre´serve´s, en les identifiant a` un certain sous-groupe bien de´termine´ de Res
Fe((t1/e))/Fe((t))
H . Par
suite, on peut identifier les appartements, les groupes de Iwahori-Weyl et toutes les autres struc-
tures combinatoires de Ge sur les diffe´rentes places de Fe(u), ce qu’on appliquera dore´navant
sans dire un mot de plus.
Pour finir, il y a aussi de quelques changements de base inte´ressants Z[u] → O, ou` O est un
anneau de valuation discre`te complet en caracte´ristiques ine´gales, tel que l’image a de u dans
O soit ou bien une uniformisante ou une unite´. Si a est une uniformisante de O, alors O[v]
reste encore un anneau de valuation discre`te complet et Gf ⊗ O est un mode`le parahorique de
sa fibre re´ductive quasi-de´ploye´e, de type combinatoire pareil a` f pour une identification des
appartements comme plus haut. Si a est une unite´, on suppose de plus que l’anneau O[v] est
inte`gre re´gulier, ce qui permet de de´duire que Gf ⊗O est un sche´ma en groupes parahorique de
type spe´cial.
2.7. — On de´montre maintenant le re´sultat fondamental suivant sur l’affinite´ des Z[u]-sche´mas
en groupes Gf de manie`re comple`tement diffe´rente a` celle de [PZ13], th. 3.1. En effet, ce dernier
16 J. N. PEREIRA LOURENC¸O
article fait usage dans le cas de´ploye´ des techniques de dilatation, cf. [WW80], [BLR], 3.2 et
[Ri20], et d’un calcul cohomologique en termes de Γ-invariants dans le cas quasi-de´ploye´, duquel
on ne dispose pas dans le pre´sent cadre.
The´ore`me 2.5. — Le sche´ma en groupes Gf est affine.
De´monstration. — E´claircissons tout d’abord la structure de la preuve : la premie`re e´tape
consiste a` montrer que, dans le cas ou` H est simplement connexe, l’enveloppe affine Gaf
f
=
Spec Γ(Gf,O) de la prop. 2.3 ne peut eˆtre pas plus grosse que son ouvert quasi-affine Gf, en
faisant usage de ce que les sous-groupes paraboliques d’un syste`me de Tits sont leurs propres
normalisateurs ; puis, en raisonnant avec la grosse cellule, on montre que le sche´ma en groupes
Gf s’obtient a` partir de Gde´rf et T a` l’aide d’une construction cocarte´sienne ; compte tenu de ce
dernier pas, on se rame`ne a` montrer que T /T de´r est repre´sentable par un sche´ma affine, lequel
sera construit par une me´thode diffe´rente et puis identifie´ graˆce aux proprie´te´s universelles des
mode`les de Ne´ron connexes des tores.
Commenc¸ons alors par supposer que H = Hde´r est son propre de´rive´. Il suffit alors de montrer
que l’application Gf → Gaff est bijective au-dessus des fibres des points ferme´s. Conside´rons la
Z[u]-alge`bre O = F¯p[[t]] de´finie par u 7→ t + a ou` a ∈ F¯p et notons P resp. P
1 les O-groupes
lisses et affines Gf ⊗O resp. Gaff ⊗O de´duits par changement de base. Vu que P est un mode`le
parahorique d’un groupe pseudo-re´ductif primitif au sens de [PL20], comme l’on a remarque´ au
2.6, il re´sulte de la prop. 2.13. de [PL20] que P(O) est son propre normalisateur dans P(K), ou`
K = Frac(O). Par suite, P1(O) = P(O) et P1 = P car O est strictement hense´lien. Ceci ache`ve
la preuve du the´ore`me dans le cas simplement connexe.
Penchons-nous maintenant sur le cas ge´ne´ral. Par construction, on obtient une immersion
Gde´r
f
→ Gf et l’on observe que la restriction de l’action de conjugaison T × Gf → Gf a` T ×
Gde´r
f
se factorise a` travers Gde´r
f
, car T × Gde´r
f
est plat, se´pare´ et connexe et Gde´r
f
s’identifie a`
la composante neutre de son adhe´rence sche´matique dans Gf (cf. la prop. 2.2.10 de [BT84a]).
Conside´rons alors le produit semi-direct Gde´r
f
⋊ T , qui est un sche´ma en groupes affine, lisse et
connexe, en vertu du cas de´rive´, muni de son sous-sche´ma en groupes ferme´ T de´r, donne´ par
t 7→ (t−1, t). Il est bien connu que le faisceau quotient pour la topologie fppf Gde´r
f
⋊ T /T de´r est
repre´sentable par un sche´ma quasi-projectif (cf. le corollaire 10.5 de [PZ13]) et le morphisme
(Gde´r,f ⋊ T )/T de´r → Gf donne´ par multiplication dans Gf est un isomorphisme, puisque il l’en
est restreint aux grosses cellules. De cela re´sulte que l’immersion Gde´r
f
→ Gf est en fait ferme´e
a` faisceaux quotient repre´sentable isomorphe a` T /T de´r. Il reste alors a` montrer que ce quotient
est affine.
Le sche´ma en groupes T /T de´r ⊗ Z′[u] est quasi-affine, lisse et connexe (voir le corollaire
VII.2.2 de [Ray70]), et parahorique sur tous les points de hauteur 1 selon le lem. 2.6. Ces
proprie´te´s de´finissent le sche´ma en groupes donne´ a` isomorphisme pre`s, donc il suffit de
trouver un sche´ma en groupes avec les meˆmes proprie´te´s et en plus affine. Si e = 2, 3, alors
T/T de´r⊗Z′[ 1e ][u
±1] est isomorphe a` un produit des tores de la formeGm, ResZ′[ 1e ][v±1]/Z′[
1
e ][u
±1]Gm
et (ResZ′[ 1e ][v±1]/Z′[
1
e ][u
±1]Gm)/Gm - cela de´coule du the´ore`me classique de classification des
repre´sentations a` Z-modules libres finis du groupe cyclique d’ordre 2 ou 3. On sait de´ja`
comme de´finir le mode`le parahorique pour les deux premiers tores et pour le dernier on pose
ResZ′[v]/Z′[u]Gm/Gm, qui est affine en vertu du the´ore`me 5.1 de l’expose´ VIII du [SGA3].
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Dans la de´monstration pre´ce´dente, on a fait usage du lemme ci-dessous sur l’interaction des
mode`les de Ne´ron connexes avec des suites exactes courtes. A` phe´nome`nes de connexite´ pre`s,
celui est bien connu dans le cas ou` la ramification est mode´re´e et le corps re´siduel est parfait
(voir [PR08], lem. 6.7), mais il est faux en ge´ne´ral (voir le 4.4.13 de [BT84a]).
Lemme 2.6. — Soient S un sche´ma de Dedekind connexe et 1→ T ′ → T → T ′′ → 1 une suite
exacte courte de tores sur K = Q(S), ou` T ′ est un facteur direct d’un tore induit. Alors la suite
des mode`les de Ne´ron connexes reste exacte.
De´monstration. — De ce que, lorsque le tore est un facteur direct d’un induit, le mode`le cano-
nique au sens du 4.4.6. de [BT84a] et le mode`le de Ne´ron connexe co¨ıncident, l’on de´duit que
T ′ → T est une immersion ferme´e. On en obtient une application birationnelle T /T ′ → T ′′
entre S-sche´mas en groupes affines, lisses et connexes et il reste a` montrer qu’elle est quasi-finie,
d’apre`s le the´ore`me principal de Zariski.
On se rame`ne alors a` prouver, puisque les sche´mas en groupes conside´re´s sont plats de la meˆme
dimension, que l’application fs : T ⊗k(s)→ T ′′⊗k(s) est surjective pour chaque point s ∈ S. Pour
cela on peut d’abord supposer que S est strictement hense´lien et k(s) se´parablement clos sans rien
changer. D’un coˆte´, on sait que les points rationnels du conoyau de fs sont infiniment n-divisibles
pour tout entier naturel n premier a` p. D’un autre coˆte´, on observe que les trois applications
suivantes sont surjectives : T ′′(k) → coker(fs)(k) parce que l’image de fs est lisse et k est
se´parablement clos ; T ′′(S)→ T ′′(k) d’apre`s le lemme de Hensel ; finalement T (K)→ T ′′(K) par
nullite´ de la cohomologie supe´rieure des tores induits et de leurs facteurs directs. En particulier,
cela identifie coker(fs)(k) a` un sous-quotient de T (K)/T (S), faisant de lui un groupe abe´lien de
type fini. Ceci entraˆıne que coker(fs)(k) est un p-groupe fini et, en vertu de sa densite´ dans le
groupe lisse et connexe coker(fs), e´gal meˆme a` l’identite´. Par suite, coker(fs) en est de meˆme
trivial et fs est surjective.
Signalons que ce lemme entraˆıne imme´diatement que le th. 1.4.3. de [KP18] concernant la
trivialite´ des torseurs sur le plan e´pointe´ SpecZp[[u]] \ V (0, p) reste vrai pour les mode`les para-
horiques G des groupes p-adiques G sans facteurs de type E8, qui se de´ploient sur des extensions
compose´es d’une extension non ramifie´e et d’une extension totalement ramifie´e cyclique. On ren-
voie a` la the`se de doctorat [PLDiss] pour un traitement plus de´taille´ et on remarque encore
que, malheureusement, cela n’aide pas a` ame´liorer l’e´nonce´ similaire de [Ans18] dans le cadre
des anneaux de Fontaine Ainf, dont la difficulte´ principale est de nature diffe´rente.
3. La ge´ome´trie des grassmanniennes affines tordues entie`res
Cette partie est consacre´e a` l’e´tude des grassmanniennes affines attache´es aux sche´mas en
groupes de´ja` introduits et de leurs proprie´te´s ge´ome´triques.
3.1. — Soient A un anneau noethe´rien quelconque et G un sche´ma en groupes lisse sur le A-
disque formel A[[t]]. La grassmannienne affine GrG est le foncteur de la cate´gorie des A-alge`bres
vers la cate´gorie des ensembles, tel que GrG(R) soit l’ensemble des classes d’isomorphisme de
G-fibre´s E sur R[[t]] munis d’une trivialisation au-dessus de R((t)). Il s’agit d’un faisceau pour
la topologie fppf, qui est repre´sentable par un ind-sche´ma (strict) lorsque G = GLn ou, plus
ge´ne´ralement, lorsqu’il y a une immersion ferme´e G → GLn a` quotient fppf repre´sentable et
18 J. N. PEREIRA LOURENC¸O
quasi-affine, voir la preuve de la prop. 1.2.6 de [Zh16], ce qui est assure´ par le cor. 10.8 de
[PZ13] de`s que A est re´gulier, excellent, de dimension ≤ 2 et G est connexe.
La grassmannienne affine peut s’exprimer sous la forme d’un quotient de certains groupes
de lacets. En effet, conside´rons les faisceaux fppf suivants sur la cate´gorie des A-alge`bres R :
L+G : R 7→ G(R[[t]]), LG : R 7→ G(R((t))). Alors, L+G s’appelle le groupe de lacets positif de G
et il est repre´sentable par un sche´ma en groupes affine pro-lisse (et connexe si G l’est). D’autre
part, LG, qui s’appelle groupe de lacets de G, est repre´sentable par un ind-sche´ma en groupes
et on sait (voir par exemple la prop. 1.3.6 de [Zh16]) que le faisceau quotient LG/L+G pour la
topologie e´tale s’identifie toujours de fac¸on canonique a` la grassmannienne affine GrG.
Dans les paragraphes suivants, on traitera la grassmannienne affine du sche´ma en groupes Gf
au-dessus de Z[u] par rapport a` la variable t = u et il sera parfois plus commode de supposer que
f est une sous-facette de l’unique alcoˆve dominante a contenant l’origine 0 fixe´e de l’appartement
dans son adhe´rence. Ceci ne change pas grand-chose, vu que Gf′ en tant que sche´ma en groupes
et non mode`le de G est isomorphe a` un certain Gf, ou` f est une sous-facette de a, en conjuguant
par un e´le´ment n ∈ N(Z[u±1]) tel que nf′ = f.
3.2. — Ce paragraphe est consacre´ a` introduire des Levis explicites de L+Gf. Ce sche´ma en
groupes posse`de une filtration canonique L(n)Gf donne´e par les noyaux des applications L+Gf →
LnGf de re´duction modulo un, dont les quotients successifs L(n)Gf/L(n+1)Gf sont isomorphes a`
Gf ⊗Z[u],u7→0 Z si n = 0 et a` son fibre´ vectoriel de Lie Lie(Gf ⊗Z[u],u7→0 Z) sinon. Par suite, L
(1)Gf
est la limite projective de groupes unipotents, lisses et connexes. En particulier, toute application
de L+Gf a` un Z-groupe re´ductif se factorise par une application de L1Gf. Le but maintenant est
de montrer l’existence d’un Z-groupe distingue´, unipotent, lisse et connexe de LnGf qui rele`ve le
radical unipotent de LnGf,p dans chaque fibre, mais il s’ave`re plus facile de construire auparavant
un Levi Lf.
Construisons d’abord la Fp-fibre Lf,p du Levi Lf, qui est un sous-groupe ferme´ de L
+Gf,p ou, ce
qui revient au meˆme, de chaque quotient LnGf,p compatiblement aux projections canoniques. En
appliquant le raisonnement du lem. 2.18. de [PL20], on conclut que le radical unipotent co¨ıncide
avec le produit de ses intersections avec chaque terme de la cellule grosse, qui a` son tour sont
donne´es par : RuL
nTp, vaUa,f,p/L
(n)Ua,f,p pour toute racine a ∈ Φf := {a ∈ Φ : ff(a) + ff(−a) =
0} et LnUa,f,p pour les racines restantes. Il s’ensuit que (LnGf,p)re´d est un groupe re´ductif de´ploye´
a` tore maximal Sp ⊆ LnSp (ou bien son image) et syste`me de racines Φf, dont les sous-groupes
radiciels par rapport a` Sp s’identifient aux Uα,p = xa(u
ff(a)Ga), α = {a(x− ϕ) + ff(a) = 0} par
les applications e´videntes.
On affirme alors que les sous-groupes ferme´s de LnGf,p qu’on vient de de´crire engendrent le
Levi cherche´, ce qui n’est ne´anmoins la fac¸on la plus be´ne´fique de le de´finir, car le sous-groupe
obtenu pourrait eˆtre trop grand a priori. De´finissons Lf comme le Fp-sous-groupe de L
nGf,p
engendre´ par Sp et les sous-groupes additifs Uα,p de´crits plus haut pour α = a + ff(a) avec
a ∈ ±∆f, ou` ∆f est la base de´termine´e par le choix de racines positives Φ
+
f
= Φ+ ∩ Φf. Selon le
th. C.2.29, pour que Lf soit re´ductif de´ploye´ de la dimension correcte, il faut et il suffit d’une part
que, pour chaque a ∈ ∆f, le sous-groupe Lf,a,p engendre´ par Sp et U±α,p soit re´ductif de rang
semi-simple 1 et ait Sp comme tore maximal, et d’autre part, que les Uα,p et U−β,p commutent
pour toutes α 6= β telles que les racines euclidiennes sous-jacentes a 6= b appartiennent a` ∆f.
En ce qui concerne la premie`re condition, on conside`re le sous-sche´ma en groupes localement
ferme´ Gf,a,p de Gf engendre´ par U±a,f et T , qui induit une immersion ferme´e LnGf,a,p → LnGf,p
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dont l’image contient Sp et U±α,p, donc il contient aussi Lf,a,p. Vu que Gf,a,p est isomorphe a`
(ResFp[[va]]/Fp[[u]]SL2,eaf(±a) ⋊ Tp)/Ta∨,p, on s’est essentiellement re´duit a` calculer le Levi des
mode`les des restrictions des scalaires de SL2 en niveau spe´cial, d’ou` il re´sulte une identification
entre Lf,a,p et le groupe re´ductif SL2 ⋊ Sp/Sa∨,p. Traitons finalement la seconde condition : le
seul proble`me qui se pose, c’est lorsque a − b appartient a` Φ (mais force´ment non a` Φf, par
de´finition de ∆f), ce qui entraˆıne, par conside´ration des ensembles de valeurs Γa, que a et b sont
courtes, b est longue et ff(a) + ff(−b) n’est pas un entier. Comme les formules de l’appendice
A.6. b), d) et e) de [BT84a] nous le montrent, le commutateur (xa(tau
ff(a)), x−b(t−bu
ff(−b)))
s’exprime a` similitude pre`s sous la forme xa−b(tr(tat−bu
ff(a)+ff(−b))) qui s’annule puisque la
somme ff(a) + ff(−b) n’est pas entie`re.
Enfin il faut ve´rifier que les autres sous-groupes radiciels co¨ıncident avec les Uα pour α =
a + ff(a) et a ∈ Φf. Cela re´sulte du fait que, en posant ma(r) = xa(r)x−a(r)xa(r), l’on a
int(ma(v
i
a))(xb(±v
j
b)) = xsa(b)(±v
k
sa(b)
), graˆce au choix d’un syste`me de Chevalley-Steinberg et
du fait que la conjugaison quadratique ope`re sur les puissances de v en leur adjugeant un signe
ou non. En particulier, les e´pinglages donne´s des sous-groupes radiciels forment un syste`me
de Chevalley du Fp-groupe de´ploye´ Lf,p. On ve´rifie aise´ment a` l’aide de la grosse cellule que
l’intersection Lf,p ∩RuLnGf,p est triviale et puisque l’on a un e´pimorphisme Lf,p → (LnGf,p)re´d,
il s’ensuit que le membre de gauche est un Levi.
Montrons maintenant que ces Levis construits fibre a` fibre se rele`vent en un sche´ma en groupes
au-dessus de Z. Pour cela, on construit a` l’aide de la grosse cellule, cf. 1.2.13. de [BT84a], des
applications du Levi Lf a` L
nGf et re´ciproquement, ou` l’on regarde le premier comme sche´ma en
groupes de´ploye´ sur Z : en effet, l’on a une inclusion S ⊆ LnZ et des e´pinglages Ga → LnUa,f,
a ∈ Φf donne´s par les formules e´crites plus haut ; pour le morphisme oppose´, on fait usage des
e´pinglages de T et Ua,f afin de diviser par ce que s’ave´rera l’intersection avec le radical unipotent
et puis on fait les identifications ne´cessaires. Puisque la composition de ces deux applications est
l’identite´, on de´duit que la premie`re application est une immersion ferme´e dont l’image s’identifie,
au-dessus de chaque fibre, au Levi Lf,p de´ja` conside´re´ et que la seconde s’identifie au quotient
re´ductif de LnGf,p. En particulier, la seconde application est lisse d’apre`s le ce´le`bre crite`re de
platitude par fibres, et donc son noyau RuL
nGf l’est aussi - c’est le radical unipotent de´fini sur
Z ! - et la de´composition cherche´e LnGf = Lf ⋉ RuLnGf, n ∈ N ∪ {∞} est obtenue. Notons que
le the´ore`me principal de Zariski et l’analyse pre´ce´dente fournissent de meˆme un isomorphisme
entre RuL
nGf et le produit de RuLnZ, vaL+Ua,f/L(n)Ua,f si a ∈ Φf et LnUa,f sinon, chacun de
ceux-ci e´tant de´fini de manie`re e´vidente.
Enfin on arrive pour les meˆmes raisons a` un e´nonce´ globale du th. 2.19. de [PL20] : pour
toute sur-facette f′ de f, le sous-sche´ma en groupes ferme´ L+Gf′ ⊆ L
+Gf co¨ıncide avec l’image
re´ciproque par L+Gf → Lf d’un certain sous-groupe parabolique Pf′,f de Lf. En particulier, le
faisceau quotient L+Gf/L
+Gf′ pour la topologie fppf est repre´sentable par la varie´te´ projective
lisse Lf/Pf′,f sur Z (e´gale a` P
1 si f est un cloison et f′ une alcoˆve) et le morphisme quotient
L+Gf → L+Gf/L+Gf′ posse`de des sections pour la topologie de Zariski, cf. [SGA3], exp. XXVI,
cor. 5.9.
3.3. — Maintenant on va expliquer comment faire ope´rer le groupe multiplicatif Gm,Z sur
les groupes d’arcs L+Gf et de lacets LG, ≪ en multipliant l’uniformisante v par les scalaires
r ∈ R× ≫. Pour cela il suffit de faire ope´rer Gm,Z sur Gf de fac¸on compatible a` son ope´ration de
dilatation puissance e sur Z[u] donne´e par (r, u) 7→ reu, ce qui veut dire plus concre`tement qu’on
20 J. N. PEREIRA LOURENC¸O
peut trouver un isomorphisme de Gm ×A1-groupes entre p∗Gf et a∗Gf soumis aux conditions de
commutativite´ habituelles, ou` p : Gm × A1 → A1 := SpecZ[u] est la projection sur le second
facteur et a : Gm × A
1 → A1 le morphisme action. Comme la forme de´ploye´e H est constante,
on en tire un isomorphisme a∗v′±1H
∼= p∗v′±1H , ou` A
1
v′±1 := SpecZ
′[v±1], pv′±1 : Gm,Z′ ×A
1
v′±1 →
A1v′±1 est la projection canonique et av′±1 : Gm,Z′ × A
1
v′±1 → A
1
v′ est l’ope´ration de dilatation.
Comme cette ope´ration de dilatation se situe dans un carre´ carte´sien avec la e-ie`me puissance de
la dilatation sur A1u±1 := SpecZ[u
±1], on en tire l’isomorphisme cherche´ pour ResZ′[v±1]/Z[u]H
et donc aussi pour G, vu qu’on peut le de´crire comme la composante neutre fibre a` fibre de
l’adhe´rence sche´matique de la fibre ge´ne´rique des Γ-invariants, tandis que l’isomorphisme ci-
dessus est e´quivariant par Γ et que les morphismes a et p sont plats. Des calculs explicites avec
points entiers montrent que Gm ope`re aussi sur Gf⊗Q[u], cf. le lem. 5.4 de [Zh14], et on obtient
l’isomorphisme p∗Gf = a∗Gf par recollement.
Cela fournit finalement une ope´ration Z-line´aire de Gm sur L
+Gf et on ve´rifie facilement que
l’ope´ration induite de Gm sur g = LieLG est donne´e par la restriction de h ⊗ R′((v))
v 7→rv
−−−−→
h ⊗ R′((v)). En termes heuristiques, il faut penser aux sous-groupes radiciels affines Uα, ou`
α = a+ n et n ∈ Γa, du 3.2 comme des sous-groupes radiciels par rapport a` S ×Gm avec racine
a + end, ou` d : S × Gm → Gm est la projection vers le deuxie`me facteur. Cependant il y a des
nouvelles racines ≪ imaginaires ≫ Zd, ainsi appele´es dans la the´orie des alge`bres de Kac-Moody,
puisque elles restent invisibles pour le groupe d’Iwahori-Weyl W˜ . Meˆme dans LG, ces racines
restent conside´rablement cache´es, vu que l’on ne peut pas isoler un facteur correspondant au
poids nd, n 6= 0, car Nd et −Nd forment des rayons radiciels ; en effet, le mieux qu’on puisse faire
est de conside´rer la de´composition LT = L−−T×S×L++T , cf. 3.6 pour ces notations. L’ensemble
des racines re´elles et imaginaires sera note´ Φaf et l’on a de´ja` vu au 3.2 que int(nw)(Uα) = Uw(α)
pour n’importe quel repre´sentant nw ∈ N(Z[u±1]) de w ∈ W˜ .
Au 3.2, on a construit une de´composition de Levi L+Ga = S ⋉ L++Gf et maintenant on
veut isoler quelques sous-groupes radiciels Uα avec α ∈ Φ
af
+ . Soit I un ensemble fini de racines
re´elles positives de telle sorte que Φaf+ \ I soit sature´ dans Φ
af (voir la discussion avant la de´f.
C.2.25 de [CGP15]), c’est-a`-dire, les racines contenues dans le semi-groupe engendre´ par Φaf+ \ I
appartiennent de´ja` a` Φaf+ \ I. Choisissons n assez grand tel que la hauteur de αi soit infe´rieure a`
en pour tout i ∈ I et conside´rons l’application produit (
∏
α∈I Uα)× (
∏
α∈J Uα×L
++T /LnT )→
L++Ga/L
nGa, ou` J de´signe le comple´ment de I dans la partie des racines re´elles de hauteur
infe´rieure a` en. L’application de´duite de celle-ci par changement de base Z→ Fp n’est plus que
la de´composition d’un groupe unipotent lisse ope´re´ par un tore en produit direct des sous-groupes
correspondants aux rayons radiciels (positifs) mis sur un certain ordre, donc un isomorphisme
par le 1.1.7. de [BT84a] ou la prop. C.2.26 (1) de [CGP15]. En particulier, le Z-morphisme
conside´re´ de Z-sche´mas lisses est bijectif et birationnel, donc un isomorphisme d’apre`s le the´ore`me
principal de Zariski et le deuxie`me facteur du membre de gauche s’identifie a` un sous-Z-groupe
ferme´ du membre de droite, qui ne de´pend pas de l’ordre mis sur J . Si l’on note L++I Ga l’image
re´ciproque dans L++Ga de ce sous-sche´ma en groupes, on voit que L++Ga se de´compose en tant
que Z-sche´ma en un produit
∏
α Uα × L
++
I Ga, quel que soit l’ordre mis sur I, bien que le terme
de gauche ne soit pas inde´pendant de cet ordre. Si I est de plus sature´, alors le produit des Uα,
α ∈ I de´finit meˆme un Z-groupe, qui ne de´pend pas de l’ordre dans lequel les αi sont range´es.
Bien suˆr, on a toujours l’exemple presque trivial ou` In est l’ensemble des racines de hauteur
infe´rieure a` n, mais le cas qui s’ave´rera fondamental dans la suite sera la partie Iw = {α ∈
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Φaf+ : w(α) ∈ Φ
af
−} de cardinal l(w) et la de´composition correspondante L
++Ga = (
∏
α∈Iw
Uα)⋉
L++w Ga. Notons que, si nw ∈ N(Z[u
±1]) est un repre´sentant minimal de w, alors nwL
++
w Gan
−1
w ⊆
L++Ga : si k est assez grand, alors on a a` l’e´vidence nwL
(k)Gan
−1
w ⊆ L
++Ga et quant aux sous-
groupes radiciels restants Uα contenus dans L
++
w Ga, on observe que nwUαn
−1
w = Uw(α) ⊆ L
++Ga.
Maintenant il se de´montre facilement que L++w Ga = L
++Ga ∩ n−1w L
++Ganw, en vertu de la
trivialite´ de
∏
α∈Iw
Uw(α)∩L
++Ga (utiliser la grosse cellule ou les alge`bres de Lie pour conclure).
3.4. — Commenc¸ons par analyser les fibres GrGf,p := GrGf ⊗Z Fp sur les corps premiers Fp
(rappelons que, si p = 0, alors F0 = Q), en de´finissant d’abord quelques sous-sche´mas ferme´s
remarquables, qu’on appelle les varie´te´s de Schubert, et leurs de´singularisations canoniques a`
la Demazure. On verra que ces sche´mas sont projectifs sur Fp, d’ou` l’ind-projectivite´ de GrGf,p .
Dans [PL20], th. 1.3, on trouvera un crite`re ge´ne´ral de projectivite´ pour les grassmanniennes
affines sur les corps parfaits.
Soient nw ∈ N(Fp((u))) un repre´sentant quelconque de w ∈ Wf \ W˜/Wf, Cw,p l’espace ho-
moge`ne sous L+Gf divise´ par le sous-groupe qui stabilise nw, vu comme point de GrGf,p a` va-
leurs dans Fp, et Sw,p l’image ferme´e de l’application canonique L
+Gf,p → GrGf,p , g 7→ gnw.
Le sche´ma Cw,p est dit la cellule de Schubert, il est irre´ductible, lisse, ne de´pend que de w et
s’identifie canoniquement a` un ouvert dense de Sw,p, donc en particulier a` un sous-sche´ma lo-
calement ferme´ de GrGf,p . Le sous-sche´ma ferme´ Sw,p s’appelle la varie´te´ de Schubert associe´e
a` w, il est se´pare´ de type fini, inte`gre et ne de´pend que de w. Vu la de´composition de Bruhat
Wf \ W˜/Wf ∼= Gf(Falgp [[u]]) \G(F
alg
p ((t)))/Gf(F
alg
p [[u]]) (cf. prop. 4.2.1. de [BT72] ou la prop. 2.12
de [PL20]), la re´union des varie´te´s de Schubert (ou des cellules de Schubert) couvre topologi-
quement l’ind-sche´ma GrGf,p .
Proposition 3.1. — Les varie´te´s de Schubert sont projectives, donc la grassmannienne affine
GrGf,p est ind-projective.
De´monstration. — Supposons maintenant que H soit simplement connexe et que f = a soit
l’alcoˆve dominante adhe´rente a` l’origine. Choisissons d’abord une de´composition re´duite w =
[si1 : . . . : sin ] de w = si1 . . . sin , ou` les si de´signent les re´flexions par rapport aux cloisons fi
de a et qui constituent donc un syste`me de ge´ne´rateurs du groupe de Weyl affine Wa. Posons
alors Dw,p := L
+Gfi1 ,p ×
L+Ga,p · · · ×L
+Ga,p L+Gfin ,p/L
+Ga,p : nous affirmons qu’il s’agit d’une
fibration conse´cutive en droites projectives localement triviale pour la topologie de Zariski, donc
repre´sentable par une varie´te´ lisse et projective de dimension n. Cela re´sulte par induction de ce
que le faisceau quotient fppf L+Gfi,p/L
+Ga,p = P
1
k est une droite projective et ce que l’application
naturelle L+Gfi,p → P
1
k est localement scindable pour la topologie de Zariski. Remarquons qu’il
y a aussi, d’une part, des immersions ferme´es naturelles Du,p → Dw,p pour chaque sous-e´le´ment
u ≤ w et correspondantes de´compositions re´duites u ≤ w par rapport a` l’ordre de Bruhat,
et d’autre part, des morphismes surjectifs et birationnels Dw,p → Sw,p qui commutent aux
pre´ce´dents. En effet, l’on a une de´composition L++Ga,p =
∏
α∈Iw−1
Uα,p ⋉ L
++
w−1Ga,p, ou` les
groupes radiciels sont mis dans un ordre quelconque, cf. 3.3, qui fournit une identification de
Cw,p =
∏
α∈Iw−1
Uα,pw = w
∏
α∈w−1Iw−1
Uα,p avec un espace affine de dimension l(w). D’autre
part, Dw contient un ouvert produit tordu des Csij ,p, qui devient isomorphe par l’application
produit vers LGp a` Uαi1 ,pUsi1 (αi2),p . . . Uw(αin),pw = Cw,p graˆce au fait classique que Iw−1 =
{αi1 , si1(αi2) . . . , w(αin)}, cf. lem. 7.101(2) et prop. 8.59(1) de [AB08]. Ceci e´tant, on en tire
que Dw,p → GrGf,p se factorise a` travers Sw,p et en est un isomorphisme au-dessus de Cw,p. En
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particulier, Sw,p est projective et ses sous-varie´te´s de Schubert sont justement les Su,p ou` u ≤ w,
donc la grassmannienne affine GrGf,p est ind-projective.
Lorsque Gp n’est plus son propre de´rive´ ou lorsque la facette f n’est plus une alcoˆve, on se
rame`ne au cas pre´ce´dent en proce´dant comme suit : l’image re´ciproque d’une varie´te´ de Schubert
Sw,f,p par GrGa,p → GrGf,p est encore une varie´te´ de Schubert Sw,a,p pour un choix convenable
de repre´sentant w et l’application restreinte Sw,a,p → Sw,f,p est une fibration localement triviale
pour la topologie e´tale a` fibres projectives lisses isomorphes a` L+Gf,p/L+Ga,p ; vu que le faisceau
quotient fppf Ga/G
de´r
a est repre´sentable par un sche´ma en groupes affine, l’application GrGde´ra,p →
GrGa,p est une immersion ferme´e identifiant les varie´te´s de Schubert correspondantes nume´rote´es
par w ∈ Wa, donc il suffit de multiplier Sw a` la gauche par un e´le´ment τ ∈ Sta tel que τw ∈
Wa.
3.5. — Il est temps d’analyser la grassmannienne affine GrGf sur les entiers.
Proposition 3.2. — Le faisceau fppf GrGf est repre´sentable par un ind-sche´ma ind-projectif sur
Z et l’application naturelle GrGde´r
f
→ GrGf identifie la source au re´duit de la composante neutre
du but.
De´monstration. — Observons d’abord que l’on a aussi des varie´te´s de Schubert Sw,f de´termine´es
en tant qu’images ferme´es des applications L+Gf → GrGf , g 7→ gnw, ou` nw ∈ N(Z((u))) est un
ante´ce´dent quelconque de w. Celles-ci sont des sche´mas se´pare´s plats, irre´ductibles et re´duits,
mais on ignore pour le moment si l’inclusion de sche´mas Sw,f ⊗ Fp ⊇ Sw,f,p est une e´galite´
(sauf lorsque p = 0, auquel cas la re´ponse est e´videmment affirmative). De toute fac¸on, il est
aise´ de voir que ces sous-sche´mas couvrent topologiquement la grassmannienne tout entie`re,
donc il reste a` prouver leur projectivite´. En re´pe´tant les arguments habituels, on arrive au cas
simplement connexe a` niveau d’Iwahori a. Posons alors Dw = P
1
i1×˜ . . . ×˜P
1
in := L
+Gfi1 ×
L+Ga
· · · ×L
+Ga L+Gfin /L
+Ga pour une de´composition re´duite w de w. Le fait que Dw → SpecZ soit
repre´sentable par une composition de fibrations en droites projectives localement triviales pour
la topologie de Zariski re´sulte de l’existence de Levis comme au 3.2. Ceci e´tant, le morphisme
naturel Dw → GrGf induit par multiplication des coordonne´es se factorise a` travers Sw,a et en
est birationnel. L’application conside´re´e est sche´matiquement dense et projective, car les varie´te´s
de Schubert sont se´pare´es, donc en particulier Sw,a en est de meˆme projective. Lorsqu’on aura
construit au 3.6, e´videmment sans qu’aucune circularite´ n’e´choie, une cellule ouverte ne´gative
C−1 de GrGa contenant
∏
w∈Iw−1
Uw(α) comme ferme´, ce dernier s’identifiera par le morphisme
orbite a` un ouvert sche´matiquement dense Cw de Sw, au-dessus duquel la re´solution de Demazure
deviendra un isomorphisme.
Il reste a` montrer que GrGa est re´duit si l’on suppose G = G
de´r (comparer avec le cor. 11
de [Fa03] ou la prop. 9.9 de [PR08]). Soit X un sous-sche´ma ferme´ de GrGa et, en fixant
w ∈Wa, prenons un point ge´ne´rique x du support de l’annulateur du faisceau cohe´rent d’ide´aux
Iw de´finissant l’intersection sche´matique Sw ∩X . Soit (OX,x,mx)→ (A,m) un homomorphisme
local fide`lement plat d’anneaux locaux noethe´riens tel que A soit son propre se´pare´ comple´te´ m-
adique et le corps re´siduel A/m soit alge´briquement clos. Alors IwA est annule´ par une puissance
mn de l’ide´al maximal de A et il s’agit donc d’un module artinien. En particulier, la suite
de´croissante IvA pour v ≥ w est stationnaire ; notons I la valeur limite. Si I n’est pas nulle, on
trouve graˆce au the´ore`me d’intersection de Krull un point de X a` valeurs dans A/mN pour un
entier N assez grand qui ne provient pas d’aucun Sv. En outre, ce point se laisse repre´senter par
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g · 1 avec g ∈ LG(A/mN) et on affirme qu’il s’exprime sous la forme d’un produit d’e´le´ments
de L+Gfi(A/m
N), i = 0, 1, . . . , n : c’est la de´composition de Bruhat du [PL20] lorsque N = 1 ;
sinon, on argumente par re´currence sur N en faisant usage de la lissite´ des sche´mas en groupes
parahoriques Gfi , pour en ramener la ve´rification au cas de la grosse cellule (voir le lemme ci-
dessous). Or les sche´mas re´duits L+Gf ope`rent sur l’ind-sche´ma S = lim−→w
Sw, donc il s’ensuit
force´ment que I = 0 et donc on trouve v ≥ w tel que x n’appartienne au support de l’annulateur
de Iv. Par descente noethe´rienne, on arrive a` un certain e´le´ment u ∈ Wa tel que cet annulateur
soit e´gal a` OX , ce qui revient a` dire que X ⊆ Su.
Pendant cette preuve, on a eu besoin des calculs matriciels du lemme suivant :
Lemme 3.3. — Supposons que G = Gde´r. E´tant donne´ un anneau R, le sous-groupe e´le´mentaire
de LG(R) engendre´ par les LT (R) et LUa(R) est contenu dans le sous-groupe engendre´ par les
L+Gf i(R), ou` f i parcourt les cloisons de n’importe quelle alcoˆve a.
De´monstration. — Dans le cas des sous-groupes radiciels Ua, on commence par observer que
le groupe des arcs a` coefficients entiers L+Gfi(Z) contient un repre´sentant dans LN(Z) de la
re´flexion fondamentale si par rapport au mur de´termine´ par fi, la partie desquelles engendre Wa
et il suffit de remarquer qu’on obtient le groupe LUa(R) tout entier en conjuguant L
+Ua,a par
des repre´sentants convenables de translations affines de Wa. Quant au sous-groupe de Cartan
T , on utilise la de´composition T =
∏
a∈∆ Ta avec Ta e´gal au sous-groupe de Cartan d’un sous-
sche´ma en groupes localement ferme´ de G de la forme Res
Z[v±1a ]/Z[u±1]
SL2 engendre´ par Ua et
U−a. Ceci rame`ne le proble`me au groupe classique SL2, pour lequel on a la relation fondamentale,
cf. [Fa03], p. 53.
3.6. — Dans le nume´ro pre´sent, on va mettre en valeur le fait que les sche´mas en groupes Gf
ont e´te´ originalement de´finis dans un cadre minimal et non formel, c’est-a`-dire, au-dessus de
Z[u] plutoˆt que Z[[u]], pour introduire les groupes d’arcs oppose´s a` L+Ga, lorsque a est l’alcoˆve
dominante contenant l’origine et G = Gde´r est son propre de´rive´.
Commenc¸ons par des raisonnements assez ge´ne´raux : soient R un anneau quelconque, X un
R[u±1]-sche´ma affine de pre´sentation finie, X+, resp. X− un R[u]- resp. R[u−1]-mode`le affine de
pre´sentation finie de X . Alors on a les foncteurs en groupes suivants sur les R-alge`bres S, qui
sont tous repre´sentables par des ind-R-sche´mas :
LuX = X(S((u))), L
+
uX
+(S) = X+(S[[u]]), L−uX
−(S) = X−(S[u−1])
Lu−1X(S) = X(S((u
−1))), L+u−1X
−(S) = X−(S[[u−1]]), L−u−1X
+(S) = X+(S[u])
Le ferme´ L+uX
+ de LuX est repre´sentable par un sche´ma affine sur R, qui est la limite projective
de R-sche´mas affines de type fini, tandis que le ferme´ L−uX
− est un ind-sche´ma ind-affine de ind-
pre´sentation finie. On se servira de la syme´trie de ce cadre pour ramener la preuve de certaines
proprie´te´s du groupe minimal L−uX
− a` celles du formel L+u−1X
−. Dans le cas qui nous inte´resse,
posons R = Z, X = G = Gde´r, X+ = G+
a+
, ou` G+
f
est le Z[u]-groupe dont il s’agit a+ est l’alcoˆve
dominant adhe´rente a` l’origine, et enfin X− = G−a− est le Z[u
−1]-groupe obtenu de la meˆme fac¸on
en remplac¸ant u par u−1, a− = −a+ e´tant l’unique alcoˆve anti-dominante adhe´rente a` l’origine.
Proposition 3.4. — L’orbite C−w = L
−G−
a−
nw, pour nw ∈ N(Z[u±1]) un ante´ce´dent de w ∈
Wa, est un sous-sche´ma localement ferme´ de GrG+a+
de codimension l(w), tel que l’espace topo-
logique sous-jacent a` son adhe´rence sche´matique S−w co¨ıncide avec la re´union
⋃
w′≥w|C
−
w′ |. En
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outre, si l’on note si les re´flexions simples de Wa par rapport aux murs de a+, alors les S
−
si sont
des diviseurs de Cartier de´termine´s par l’annulation d’une section globale d’un fibre´ en droites
Li stable par L
−Ga− , dont le degre´ obtenu par restriction a` S
+
sj
∼= P1j est e´gal a` δij.
De´monstration. — Avant de commencer l’analyse ge´ome´trique, signalons les faits suivants pro-
venant de la the´orie des groupes de Kac-Moody (voir les articles et expose´s suivants de J. Tits
[Ti87], [Ti89] et [Ti92] ainsi que le survol [Mar18]) : si k de´signe n’importe quel corps, alors
G(k[u±1]) est le groupe de Kac-Moody minimal associe´ a` l’alge`bre g sur le corps k quitte a`
faire d’extensions par k× (voir aussi le 3.8) ; les sous-groupes G+a+(k[u]), G
−
a−
(k[u−1]) sont des
Borels oppose´s et forment donc une BN -paire jumele´e, ce qui fournit des bijections Wa ∼=
N(k[u±1])/S(k) ∼= G−a−(k[u
−1]) \ G(k[u±1])/G+
a+
(k[u]). Par un argument de densite´, on arrive
e´galement a` la bijection Wa ∼= L−G−a−(k) \ LG(k)/LG
+
a+
(k).
Faisons quelques pre´paratifs concernant les analogues ne´gatifs des de´compositions radicielles
du 3.3. Notons qu’on a une de´composition de Levi L+u−1G
−
a−
= S⋉RuL
+
u−1G
−
a−
et, comme L−G−
a−
contient S, il en re´sulte que l’on a de meˆme une de´composition de Levi L−G−a− = S⋉RuL
−G−a− ,
dont le sous-groupe distingue´ sera note´ L−−G−a− pour alle´ger les notations. Ensuite, on voudrait
obtenir de de´compositions mettant en e´vidence des sous-groupes radiciels Uα comme au 3.2. En
prenant les intersections avec L−−G−a− de ces de´compositions pour L
++
u−1G
−
a−
et en faisant usage
de ce que les Uα avec α re´elle figurent de´ja` dans le cadre minimal, on en de´duit le meˆme type de
de´compositions pour L−−G−
a−
. En particulier, on a de meˆme L−−w G
−
a−
= L−−G−
a−
∩n−1w L
−−G−
a−
nw
et
∏
α∈I−w
Uα = L
−−
w G
−
a−
∩ n−1w L
++G+a+nw, ou` l’on note I
−
w = Φ
af
− ∩ w
−1Φaf+.
Montrons d’abord le fait fondamental que L−−G−a− → GrG+a+
est repre´sentable par une immer-
sion ouverte, ce qui e´quivaut au meˆme e´nonce´ pour l’application produit L−−G−
a−
× L+G+
a+
→
LG. On peut ve´rifier cela apre`s le changement de base Z → Z′. Puisque G ⊗ Z′((u)) →
ResZ′((v))/Z′((u))H est une immersion ferme´e, on conclut que les morphismes de Z
′-ind-sche´mas
en groupes LG → LH , L+G+a+ → L
+H+
a˜+
et L−−G−a− → L
−−H−
a˜−
sont repre´sentables par
des immersions ferme´es. Il suffit maintenant d’observer que le ferme´ L−−G−
a−
× L+G+
a+
de
L−−H−
a˜−
×L+H+
a˜+
n’est plus que son intersection avec LG : ceci est bien connu au-dessus de Z′[ 1e ]
graˆce aux techniques des Γ0-invariants ; en ge´ne´ral, cela est une conse´quence de l’ind-platitude
de cette intersection, qui est un ouvert de l’ind-sche´ma LG ind-plat sur Z′, ce qui re´sulte du fait
que GrG+a+
= lim
−→w∈Wa
S+w .
Par suite, le translate´ nwL
−−G−
a−
pour n’importe quel repre´sentant nw ∈ N(Z[u±1]) de
w ∈ Wa de´termine un ouvert de GrG+a+
et, d’apre`s les de´compositions ci-dessus, on voit que
l’ouvert nwL
−−G−a− = L
−−
w−1G
−
a−
×
∏
α∈I+
w−1
Uαw = L
−−
w G
−
a−
× C+w contient l’orbite L
−G−a−nw =
L−−w−1G
−
a−
nw en tant que ferme´. Le jeu a` la fois combinatoire et ge´ome´trique de G. Faltings, cf. la
p.48 de [Fa03], permet de de´duire que |C−w | =
⋃
w′≥w|C
′−
w | et que la re´union ΩS =
⋃
w∈S nwC
−
1 ,
ou` w parcourt une partie finie S de Wa close infe´rieurement par l’ordre de Bruhat, est un ouvert
stable par L−−G−
a−
. Choisissons alors l’ensemble In qui consiste en toutes les racines re´elles de
hauteur infe´rieure a` n avec n un entier assez grand, de telle manie`re que L−−n G
−
a−
soit contenu
dans L−−w−1G
−
a−
pour tout w ∈ S. Ceci entraˆıne que le faisceau quotient L−−n G
−
a−
\ ΩS pour la
topologie plate est repre´sentable par la re´union des espaces affines lisses L−−n G
−
a−
\ nwC
−
1 =
L−−n G
−
a−
\ L−−w−1G
−
a−
× C+w
∼= A
|In|
Z . De plus, vu que l’adhe´rence topologique de C
−
w , w ∈ S, dans
ΩS peut eˆtre calcule´e apre`s passage au quotient par L
−−
n G
−
a−
, on obtient, en grandissant S ar-
bitrairement pour recouvrir la grassmannienne toute entie`re, un sous-ind-sche´ma ferme´ S−w de
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GrG+a+
contenant l’orbite C−w comme un ouvert sche´matiquement dense. En re´alite´, en remar-
quant que L−−n G
−
a−
\ (S−si ∩ ΩS) est un sous-sche´ma inte`gre de codimension 1 d’un sche´ma lisse,
on arrive a` des fibre´s en droites Li sur GrG+a+
munis d’une section globale de´termine´e par S−si .
Les ge´ne´ralite´s combinatoires entraˆınent que l’intersection S−si ∩P
1
j est vide et, afin de calculer le
degre´ de Li restreint a` P1i , on conside`re l’ouvert Ω{1,si} = L
−−
si G
−
a−
× P1i , dont l’intersection avec
L−−si G
−
a−
si a e´videmment degre´ 1.
Lorsqu’on aura de´montre´ au 3.7 que les varie´te´s de Schubert positives Sw sont normales, on
obtiendra la description ci-dessous du groupe de Picard rigidifie´ de GrGf , cf. cor. 12 de [Fa03].
Corollaire 3.5. — Si R est un anneau connexe, alors le groupe de Picard rigidifie´ Pic(GrGf ,R)
de la grassmannienne affine GrGf ,R au-dessus de R est isomorphe a` Z
dim f+1, engendre´ par les
descentes des fibre´s en droites Li introduits ci-dessus pour chaque re´flexion simple si ne contenant
pas f .
Finalement on montre un the´ore`me d’uniformisation pour les champs modulaires des fibre´s
sous quelques sche´ma en groupes au-dessus de la droite projective. Soit f+ (resp. f−) une facette
de A(G,S,Q((u))) (resp. A(G,S,Q((u−1)))) et notons Gf+,f− le sche´ma en groupes sur P
1
Z obtenu
a` partir du Z[u]-groupe Gf+ et du Z[u
−1]-groupe Gf− par recollement le long des identifications
naturelles Gf+ ⊗Z[u
±1] ∼= G ∼= Gf− ⊗Z[u
±1]. Le lemme de descente de Beauville-Laszlo, cf. th. de
[BL95], en fournit un morphisme de GrGf+ dans le champ alge´brique FibGf+,f− lisse et localement
de type fini qui parame`tre les Gf+,f− -fibre´s sur la droite projective. Lorsque f+ = a+ et f− = a−
comme plus haut, alors la cellule ouverte L−−Ga− de GrGa+ co¨ıncide avec l’image re´ciproque du
sous-champ ouvert de FibGf+,f− ,P1 forme´ des fibre´s triviaux : en effet, cela se de´montre a` la suite
de [HR18a], lem. 3.1, dont le point plus de´licat est de ve´rifier l’annulation de certaines classes
d’obstruction dans le premier groupe de cohomologie de l’alge`bre de Lie de Ga+,a− , laquelle
admet une e´criture en tant que somme des fibre´s vectoriels O, O(−1), e∗O et e∗O(−1) avec
multiplicite´s, ou` e de´signe l’application e-puissance P1v → P
1
u induite par u = v
e.
Proposition 3.6. — L’application naturelle GrGf+ → FibGf+,f− ,P1 permet d’identifier le
membre de droite au champ quotient [L−Gf− \GrGf+ ] pour la topologie e´tale.
De´monstration. — On ne donne qu’un esquisse de la preuve comme dans le th. 4 de [Hei10].
L’ide´e consiste a` montrer que l’application donne´e est formellement lisse, essentiellement surjec-
tive et ouverte : la premie`re proprie´te´ est imme´diate d’apre`s le crite`re infinite´simal ; la deuxie`me
peut eˆtre ve´rifie´e au-dessus des corps alge´briquement clos et re´sulte du the´ore`me de Steinberg, a`
peu pre`s (voir la preuve du th. 4 de [Hei10]), qui est aussi applicable aux groupes pseudo-re´ductifs
exotiques basiques et pseudo-de´ploye´s lorsque [K : Kp] = p, cf. prop. 7.3.3.(1) de [CGP15] ; et
la dernie`re de´coule d’un calcul d’espaces tangents et la preuve du lemme 3.3, lesquels permettent
de factoriser une charte lisse de FibGf+,f− en un morphisme dans la grassmannienne affine suivi
de la projection canonique, cf. lem 6 de [Hei10].
Notons que l’article [DS95] de V. G. Drinfeld et C. Simpson de´montre cette proposition dans
le cas ou` le sche´ma en groupes dont il s’agit est re´ductif, connexe et de´ploye´, en la de´duisant
de l’existence locale pour la topologie plate d’une re´duction a` un sous-groupe de Borel. Bien
qu’il y ait un candidat e´vident dans notre cadre, a` savoir le sous-groupe ferme´ ZUf+,f− de Gf+,f−
obtenu aussi par recollement, nous ne savons plus comment prouver cette affirmation, vu que leur
26 J. N. PEREIRA LOURENC¸O
quotient cesse d’eˆtre projectif meˆme sur Z[u±1], et donc le raisonnement de la prop. 25 de [Hei10]
ne peut pas eˆtre adapte´ si facilement. L’assertion est toutefois vraie sur Z[1/e], puisque ZUf+,f−
devient un Borel de Gf+,f− , et aussitoˆt lorsque restreinte aux anneaux parfaits de caracte´ristique
e, car les donne´es conside´re´es s’identifient dans ce cas a` celles d’un certain groupe de´ploye´, cf.
[PL20], 2.12.
3.7. — Le but de ce paragraphe est de montrer le the´ore`me suivant sur les proprie´te´s
ge´ome´triques de Sw,f a` la suite de [Fa03] et [PR08].
The´ore`me 3.7. — Les varie´te´s de Schubert Sw,f sont normales et commutent aux changement
de base arbitraires, c’est-a`-dire, on a l’e´galite´ Sw,f ⊗ Fp = Sw,f ,p de sous-sche´mas ferme´s de
GrGf,p . D’ailleurs, les varie´te´s Sw,f ,p sont aussi normales, de Cohen-Macaulay, rationnelles et
leurs frobenii sont compatiblement scindables de`s que p est positif.
Rappelons qu’un sche´ma X de caracte´ristique p est dit a` frobenius scindable si l’homomor-
phisme de OX -modules OX → F∗OX correspondant au frobenius absolu posse`de une section.
On renvoie a` [BK05] pour tous les proprie´te´s basiques de cette notion fondamental pendant la
de´monstration ci-dessous.
De´monstration. — Comme d’habitude, on peut supposer sans perdre de ge´ne´ralite´ que G = Gde´r
et que f = a est la seule alcoˆve dominante telle que l’origine en soit un point adhe´rent (et donc on
supprime cet indice jusqu’a` la fin de la de´monstration). Alors, conside´rons la de´composition de
Stein Dw,p → S˜w,p → Sw,p et notons les faits suivants qui se de´montrent comme dans le lem. 9 de
[Fa03] ou dans la prop. 9.7 de [PR08] : le sche´ma au milieu s’identifie au normalise´ du sche´ma
inte`gre Sw,p dans son corps de fonctions, l’application S˜w,p → Sw,p est un home´omorphisme
universel, les images directes supe´rieures du faisceau structural par Dw,p → S˜w,p s’annulent, les
normalise´es S˜w,p satisfont a` toutes les proprie´te´s cherche´es dans l’e´nonce´ du the´ore`me au sens ou`
S˜u,p → S˜w,p sont des immersions ferme´es pour tout u ≤ w a` frobenii compatiblement scindables.
Sous-jacent a` tout cela, se trouve le point le plus de´licat, a` savoir, l’existence d’une scindage du
Frobenius de Dw,p compatible a` chacune de ses sous-varie´te´s de Demazure : cela re´sulte de la
construction des fibre´s en droites Li donne´e au 3.6. (1)
Maintenant il faut qu’on introduise les globalise´s des objets conside´re´s auparavant - c’est le
cas des varie´te´s de Schubert Sw et de Demazure Dw ; quant aux normalise´es S˜w, prenons a` son
tour le spectre affine de l’image directe de ODw dans Sw, qui ne de´pendent pas du choix de
l’une de´composition re´duite w, puisque il s’identifie au normalise´ du sche´ma inte`gre Sw. Alors
S˜w posse`de des proprie´te´s formidables : il commute aux changements de base quelconques, ce
qui revient a` dire que S˜w ⊗ Fp = S˜w,p pour chaque nombre premier p (graˆce a` l’annulation des
images directes supe´rieures du faisceau structural), et les morphismes canoniques S˜u → S˜w sont
des immersions ferme´es (appliquer le lemme de Nakayama et le fait que l’application re´duite
modulo p est une immersion ferme´e). Conside´rons alors l’ind-sche´ma S˜ = lim
−→w∈Wa
S˜w filtre´ par
l’ordre de Bruhat, sur lequel les groupes d’arcs L+Gf de chacune des facettes f contenues dans
1. Ceci remplit une lacune dans la de´monstration de la prop. 9.6 de [PR08]. En effet, observons que les
arguments de [Go01] ou [Go03] ne permettent pas de trouver ces fibre´s en droites, contrairement a` ce qui est
affirme´ dans [PR08] (comparer avec l’erreur du 10.a.1. de [PR08] et sa correction dans la rem. 2.1 de [Zh14]).
Ne´anmoins le th. de normalite´ de [PR08] n’e´tait jamais en pe´ril, car l’on n’utilise les fibre´s en droites que pour
de´river le scindage compatible des frobenii, lequel est a` disposition dans le cadre de Kac-Moody, cf. 3.8.
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l’adhe´rence de a ope`rent de manie`re naturelle, graˆce aux proprie´te´s universelles des normalise´s.
En effet, on a un morphisme L+Gf × S˜w → GrGa de´duit de la loi d’ope´ration de L
+Gf sur la
grassmannienne affine qui se factorise en la composition L+Gf× S˜w → L
nGf× S˜w → Sw′ → GrGa .
Or, comme LnGf est lisse sur Z, le produit fibre´ au-dessus de Z est encore normal et d’autre
part son image ferme´e est une varie´te´ de Schubert (car inte`gre et stable par L+Ga) qu’on peut
supposer e´gale a` Sw′ , donc on obtient la factorisation de´sire´e par S˜w′ . La limite projective de
telles applications donne la loi d’ope´ration cherche´e sur S˜.
Le but actuel est de de´montrer que S˜ → S est un isomorphisme, ce qui est bien connu en
caracte´ristique 0 et de´coule des me´thodes analytiques introduites en the´orie de Kac-Moody - nous
renvoyons le lecteur qui s’y inte´resse a` 9.f de [PR08], au th. 2.16 de [Kum87] ou a` l’appendice
de [Kum97]. Pour cela, on affirme qu’il suffit de construire une section de l’homomorphisme
d’anneaux ÔhsSw,1p → Ô
hs
S˜w,1p
pour chaque nombre premier fini p, ou` 1p de´signe la re´duction
modulo p de la section unite´ de GrGa : dans ce cas l’application ψw : S˜w → Sw entre sche´mas plats
serait un isomorphisme dans un voisinage de 1p et donc le support du faisceau cohe´rent conoyau
de OS,w → ψw,∗OS˜w , qui est stable par L
+Ga, serait trivial. Quant a` la construction de la section
elle-meˆme, on proce`de par un argument inductif de de´formation. Soit OˆDw,1p ∼= Z˘p[[t1, . . . , tl(w)]]
un isomorphisme d’anneaux, ou` l’on note Z˘p le comple´te´ p-adique de l’henselise´ strict Z
nr
p de
Z le long de p, et prenons la suite d’ide´aux In = (t1, . . . , tn) ∩ ÔhsSw,1p rempliant les conditions
suivantes : leurs conoyaux An sont des alge`bres plates sur Z˘p, locales strictement hense´liennes et
forment une suite d’e´paississements de degre´ 1, telles que leur limite inverse redonne ÔhsSw,1p . Il y
a des sections canoniques sn : SpecAn → Sw qu’on peut e´crire sous la forme [gn] pour un certain
e´le´ment gn ∈ LG(An), d’apre`s l’hypothe`se sur An, et il faut justement voir par re´currence sur
n que les gn appartiennent au sous-groupe engendre´ par les L
+Gf(An). Fixons d’abord une telle
e´criture gn =
∏
hi, dont chacun des facteurs du produit appartient a` un certain L
+Gf(An) (pour
des facettes e´ventuellement diffe´rentes) et relevons-les a` des points h˜i a` valeurs dans An+1 ; or
l’e´le´ment gn+1
∏
(h˜i)
−1 se re´duit en un e´le´ment de L+Ga(An) et on peut supposer, en multipliant
par l’inverse d’un ante´ce´dent de cette image, qu’il s’annule. Donc gn+1
∏
(h˜i)
−1 de´termine un
point a` valeurs dans An+1((u)) de la grosse cellule par des raisonnements topologiques, et on
applique le lem. 3.3. Conside´rons maintenant la section s˜n : SpecAn → S˜ obtenue en ope´rant
sur le membre de droite avec une telle factorisation sympathique de gn ; or, compte tenu de
l’e´quivariance du morphisme S˜ → S, il s’agit d’un rele`vement de sn a` S˜, ne´cessairement unique
vu que An est plat sur Z, S˜ est ind-se´pare´ et isomorphe a` S en caracte´ristique 0. En particulier,
les s˜n se factorisent a` travers S˜w et s’assemblent les unes avec les autres pour donner une section
Spec OˆhsSw,1p → S˜w, l’anneau en question e´tant local, ce qui comple`te la preuve.
3.8. — Nous arrivons maintenant au paragraphe concernant le lien entre les sche´mas en groupes
parahoriques au-dessus de Z[u] et les sche´mas en groupes construits par Mathieu dans le cadre
de Kac-Moody affine (voir le ch. I de [Mat88]), a` la fin duquel on pourra regarder les Gf comme
des sortes de ≪ de´lace´s ≫ des groupes de Kac-Moody affines a` coefficients entiers.
Rappelons les notions basiques sur les alge`bres de Kac-Moody et les groupes qui leur sont
associe´s. Une matrice A carre´e d’ordre n est dit eˆtre de Cartan ge´ne´ralise´e si les conditions
suivantes sont remplies : aii = 2, aij ∈ Z≤0 et aij 6= 0 si et seulement si aji 6= 0. Notant r
le corang de A, on appelle re´alisation entie`re de A la donne´e (h, P, P∨,Π,Π∨) d’un Q-espace
vectoriel h de dimension n + r, un re´seau P∨ de h et son dual P dans h∗ et des parties libres
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Π = {hi : i = 1, . . . , N} ⊆ h et Π∨ = {αi : i = 1, . . . , N} ⊆ h∗ tels que αi(hj) = aji et, lorsque on
pose Q = ⊕Ni=1Zαi, Q
∨ = ⊕Ni=1Zhi, alors Q
∨ ⊆ P∨, Q ⊆ P et P∨/Q∨ est sans torsion. L’alge`bre
de Kac-Moody g attache´e a` A est la Q-alge`bre de Lie engendre´ par h et des ge´ne´rateurs ei, fi,
i = 1, . . . , N , soumise a` quelques relations faisant de h une sous-alge`bre de Cartan, des ei, resp.
fi des vecteurs propres pour l’ope´ration adjointe de h a` valeur propre αi resp. −αi et tels que
[ei, fi] = hi (voir le ch. I de [Mat88] ou les cours [Ti81], [Ti82] et expose´s [Ti89] de J. Tits
pour une liste comple`te). Alors le syste`me de racines Φ de g suivant h est contenu dans Q ayant
les αi pour racines simples.
Construisons le sous-groupe de Borel B au-dessus de Q associe´ a` l’alge`bre bore´lienne = h ⊕
n+ = h ⊕
⊕
α∈Q+ nα : son tore maximal T est le seul Q-tore de´ploye´ a` isomorphisme pre`s a`
groupe de cocaracte`res P∨ ; le radical (pro-)unipotent U est la limite projective lim
←−
Un, ou` Un
est l’unique Q-groupe alge´brique line´aire lisse, connexe et unipotent a` isomorphisme pre`s tel que
Lie Un = n+/ ⊕α∈Φ,ht(α)>n nα ; enfin, on ve´rifie que T ope`re sur U de fac¸on compatible avec
l’ope´ration de h sur nˆ+ et on pose B = T ⋉ U . On en de´finit de meˆme les groupes paraboliques
minimaux Pi pour 1 ≤ i ≤ N , dans lesquels le Borel B se plonge comme sous-sche´ma ferme´ : le
tore T sera remplace´ par le Q-groupe alge´brique re´ductif de´ploye´ Li correspondant a` la donne´e
radicielle (P∨, P,±hi,±αi), le groupe pro-unipotent U a` son tour sera remplace´ par le groupe
Ui correspondant a` ni =
⊕
αi 6=α∈Q
nα et l’on a Pi = Li ⋉ Ui. On renvoie au ch. I de [Mat88]
et au 6.2 de [Ti89] pour un traitement plus de´taille´ ; notre de´finition des radicaux unipotents
n’est pas strictement la leur, mais bien celle du ch. VI de [Kum02], et l’e´quivalence entre ces
de´finitions de´coule essentiellement de calculs explicites.
En ce qui concerne les mode`les entiers, la strate´gie adopte´e pour les de´finir remonte de´ja` a`
Kostant [Kos66] et fut mene´e dans le pre´sent cadre par J. Tits [Ti81] et [Ti82] - elle consiste
a` prendre une Z-forme convenable UZ(g) de l’alge`bre enveloppante de g, a` savoir celle engendre´e
par les
eni
n! ,
fni
n! et
(
hi
n
)
. Alors on peut prolonger le Q-groupe alge´brique U en un sche´ma en groupes
affine plat U au-dessus de Z, en prenant pour anneau de sections globales la partie de Γ(U,O)
dont les fonctions appliquent UZ(g)∩U(n+) dans Z par le crochet naturel Γ(U,O)×U(n+)→ Z
provenant de l’identification de Dist(Un) avec l’alge`bre enveloppante de Lie Un. De la meˆme
fac¸on on construit un mode`le entier Ui de Ui et il reste seulement a` remarquer que les sche´mas
en groupes de Chevalley T resp. Li ope`rent encore sur U , resp. Ui, de sorte qu’on forme leurs
produits semi-directs B = T ⋉ U , resp. Pi = Li ⋉ Ui.
Lorsqu’on a les sche´mas en groupes sur Z, les varie´te´s de Demazure Dg,w sont construites
comme des produits tordus Pi1/B×˜ . . . ×˜Pin/B := Pi1 ×
B · · · ×B Pin/B. La construction des
varie´te´s de Schubert Sw dans le cadre de Kac-Moody ne´cessite la the´orie des modules irre´ductibles
L(Λ) a` poids plus grand dominant λ ∈ P+. Alors Sg,w est de´finie comme l’image ferme´e de l’orbite
B·wλ dans l’espace projectif (e´ventuellement infini) P(L(Λ)) pour un poids strictement dominant
λ ∈ P++ quelconque, duquel la varie´te´ de Schubert ne de´pend pas vraiment. De plus, les Sg,w sont
toujours normales de`s que la base est normale, commutent aux changements de base quelconques
et portent des morphismes canoniques Dg,w → Sg,w pour chaque de´composition re´duite w de
w (voir [Mat88], [Mat89] et [Lit98] pour ces affirmations). La varie´te´ de drapeaux Fℓg de
Mathieu est donc la limite inductive des Sg,w. On construit aussi des B-torseurs Gw au-dessus
de Sg,w de´termine´s en tant que spectres affines de la ODg,w -alge`bre quasi-cohe´rente OEg,w du
B-torseur canonique Eg,w := Pi1 ×
B · · ·×BPin de Dg,w et l’on note G l’ind-sche´ma limite directe
des Gw. Notons que G de´pend du choix d’un re´seau P , contrairement aux varie´te´s de Demazure,
de Schubert et a` la varie´te´ de drapeaux.
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Maintenant on va conside´rer toutes ces constructions dans le cas particulier ou` g est de type
affine. Or, la classification des alge`bres de Kac-Moody est faite en termes de diagrammes de
Dynkin affines : on a la partie des diagrammes de´ploye´s A
(1)
n , B
(1)
n , C
(1)
n , D
(1)
n , E
(1)
6 , E
(1)
7 , E
(1)
8 ,
F
(1)
4 et G
(1)
2 et d’autre part celle des diagrammes tordus A
(2)
2n−1, A
(2)
2n , D
(2)
n , E
(2)
6 et D
(3)
4 . L’avan-
tage des alge`bres de type affine est qu’elles sont re´alisables sous la forme de certaines alge`bres
de lacets (non comple´te´es). En fait, soit g0 la Q-alge`bre de Lie semi-simple attache´e a` un dia-
gramme de Dynkin fini et conside´rons l’alge`bre de Lie g0 ⊗Q[v, v−1] munie du crochet e´vident.
Alors, quitte a` passer a` la de´rive´e [g, g] supple´mentaire du facteur de de´rivation Qd et a` tuer
le centre Qc de g, on obtient une identification canonique de l’alge`bre adjointe de Kac-Moody
[g, g]/Qc attache´e au diagramme de Dynkin affine de´ploye´ avec l’alge`bre de lacets g0⊗Q[v, v−1],
cf. [Kac90], th. 7.4. Dans le cas tordu, il faut prendre la sous-alge`bre de Lie (g0⊗Q′[v±1])Se , ou`
Se ope`re par des automorphismes exte´rieurs sur g0 et par des galoisiens sur les polynoˆmes, cf.
th. 8.3 de [Kac90] Si l’on veut re´sumer grossie`rement cette discussion, on pourra aussi dire qu’il
y a presque un isomorphisme entre Lie LG0 et g, le mot presque signifiant ici plus pre´cise´ment :
quitte a` comple´ter u-adiquement et a` e´carter quelques sous-espaces de dimension 1 dans g. De
plus, il s’ave`re que la base topologique ≪ e´vidente ≫ de la Z-alge`bre de Lie de LG induite par
les isomorphismes xa etc. est une base de Chevalley au sens du ch. 3 de [Mit85]. On va fixer la
re´alisation entie`re de l’alge`bre affine g de´termine´e par la re´alisation rationnelle ci-dessus et par le
re´seau P∨ =
⊕n
i=0 Zα
∨
i ⊕ Zd =
⊕n
i=1 Zα
∨
i ⊕ Zc⊕ Zd, ou` les racines sont nume´rote´es a` nouveau
pour que le plus petit indice soit 0 et corresponde a` la re´flexion qui ne fixe pas l’origine.
Les conside´rations ci-dessus concernant les alge`bres de Lie fournissent de´ja` des isomorphismes
U ∼= Ru(L+Ga,0) et Ui ∼= Ru(L+Gfi,0). D’autre part, en isolant le facteur correspondant a` Zd,
on a T = T ′ × Gm (resp. Li = L′i ⋊ Gm) de telle fac¸on que B = B
′ ⋊ Gm avec B
′ = U ⋊ T ′
(resp. Pi = P
′
i ⋊ Gm avec P
′ = Ui ⋊ L
′
i). Enfin on conside`re le facteur central Gm ⊆ T
′ ⊆ L′i
correspondant a` Zc et on pose B′′ = U ⋊ T ′′ (resp. P ′′i = Ui ⋊ L
′′
i ), ou` T
′′ = T ′/Gm (resp.
L′′i = L
′
i/Gm). On voit alors aise´ment qu’on a des isomorphismes T
′′ ∼= S (resp. L′′i
∼= Lfi)
qui sont compatibles avec les identifications des alge`bres de Lie, donc aussitoˆt e´quivariants pour
les identifications de leurs radicaux unipotents. Par suite, on arrive aux isomorphismes cherche´s
B′′ ∼= L+Ga,0 (resp. P ′′i
∼= L+Gfi,0) entre Q-sche´mas en groupes et ils entraˆınent aussi que les
varie´te´s de Demazure dans le cadre de Kac-Moody et dans le cadre des grassmanniennes affines
sont isomorphes entre elles en caracte´ristique 0 (comparer aussi avec le 8.d de [PR08]).
Maintenant nous voulons ame´liorer ce re´sultat en e´tendant les isomorphismes aux mode`les
entiers B′′ ∼= L+Ga (resp. P ′′i
∼= L+Gfi). On s’est ramene´ a` construire un isomorphisme entre les
radicaux unipotents, parce que les Levis restent encore canoniquement isomorphes, vu qu’ils
sont des Z-groupes de´ploye´s, et l’ope´ration sur les radicaux est de´termine´e ge´ne´riquement.
Vu la rem. 3.5.3(1) de [BT84a], dont la de´monstration se trouve dans la prop. 10.12 de la
premie`re partie de [Ja07], il reste a` ve´rifier que l’image de UZ(n+) dans l’alge`bre enveloppante
de Lie RuL
nGa,0, n ≥ 1 co¨ıncide avec l’alge`bre de distributions du mode`le entier RuLnGa.
Voyons d’abord comment calculer cette alge`bre de distributions, en utilisant la grosse cellule
de RuL
nGa forme´e des RuL
nTa∨ pour toute racine simple a ∈ ∆ et des L
nUa pour toute ra-
cine a ∈ Φ : on peut appliquer le 1.3.5. de [BT84a] pour de´duire que l’alge`bre de distributions
envisage´e est la plus petite sous-alge`bre associative de l’alge`bre enveloppante engendre´e par les
alge`bres de distributions de chaque facteur de la grosse cellule. Donc on s’est ramene´ essentiel-
lement au calcul de Dist(Ga) = Z[
xn
n! ]n∈N et de Dist(L
kGm), le dernier cas e´tant de´cide´ment le
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plus complique´. Raisonnant par re´currence, on arrive a` la conclusion que, notant y1, . . . , yk−1
la base canonique de l’alge`bre de Lie, cette alge`bre est engendre´e par les polynoˆmes ne´gatifs
de Garland-Mitzman Λ−s (yi, . . . , ysi) (ou` yj = 0 de`s que j ≥ k), qui sont de´termine´s par
l’e´quation fonctionnelle
∑
s Λ
−
s (z1, . . . , zs)ζ
s = exp(
∑
j zj(−1)
j−1ζj/j). Ceci a le de´savantage
que l’approche de [Ga78] et [Mit85] fait apparaˆıtre les polynoˆmes positifs Λ+s obtenus en
effac¸ant le signe (−1)j−1 de l’e´quation fonctionnelle pre´ce´dente, ce qui ne´anmoins n’est pas
grave, puisque ils engendrent la meˆme Z-alge`bre (appliquer la formule de la se´rie ge´ome´trique !).
Ceci e´tant, le th. 4.2.6. de [Mit85] couple´ au th. de Poincare´-Birkhoff-Witt en fournissent une
partie ge´ne´ratrice de la Z-alge`bre associative UZ(n) dont l’image dans l’alge`bre enveloppante de
Lie RuL
+Ga,0/LnGa,0 est justement la partie ge´ne´ratrice que nous avons de´crite pour l’alge`bre
de distributions. E´videmment tout ce qu’on a explique´ dans le cas bore´lien marche verbatim
pour le cas parabolique minimal.
La conclusion a` tirer de tout cela et du th. 3.7 est non seulement que les varie´te´s de Demazure
dans les deux cadres conside´re´s sont les meˆmes, mais encore que les varie´te´s de Schubert le sont
aussi (voir le lem. 33 de [Mat88] et comparer avec le 9.h de [PR08]), d’ou` l’isomorphisme Fℓg ∼=
GrGa . On peut conclure aussitoˆt que l’ind-sche´ma en groupes G s’identifie a` un produit semi-
direct L̂G⋊Gm, ou` L̂G est l’extension centrale de LG donne´e par trivialisations du ge´ne´rateur
ample O(1) de Pic(GrG0), sur laquelle Gm ope`re naturellement en relevant l’action par rotation
de´finie au 3.3.
3.9. — Au paragraphe pre´ce´dent, nous avons constate´ que la grassmannienne affine GrGf dans
le cas ou` G = Gde´r n’est pas vraiment un objet nouveau et qu’elle e´tait apparue en the´orie
de Kac-Moody. Ne´anmoins on va introduire maintenant un objet qui n’admet pas d’e´quivalent
dans le cadre de Kac-Moody - c’est la grassmannienne affine globale de A. A. Beilinson et V. G.
Drinfeld, cf. [BD96].
De´finition 3.8. — Soient X une courbe lisse au-dessus d’un anneau A et G un sche´ma en
groupes au-dessus de X . La grassmannienne affine GrG,X/A de Beilinson-Drinfeld associe´e a`
cette donne´e est le faisceau fppf sur X qui, a` chaque sche´ma affine SpecR muni d’une application
dans X , lui associe les classes d’isomorphisme de G-torseurs au-dessus de X ⊗A R munis d’une
trivialisation en dehors du graphe du A-morphisme SpecR→ X .
Ce faisceau est repre´sentable par un ind-sche´ma lorsqu’il y a une immersion ferme´e G→ GLn
au-dessus de X telle que le faisceau quotient fppf soit repre´sentable par un sche´ma quasi-affine,
auquel cas l’application GrG,X → GrGLn,X est une immersion localement ferme´e. L’existence
d’un tel plongement est remplie si A est un anneau de Dedekind, X est affine, excellente et
re´gulie`re et G connexe (voir [PZ13, cor. 10.7]).
Il y a aussi des groupes d’arcs et de lacets L+G : R 7→ G(ΓˆR,X), LG : R 7→ G(Γˆ◦R,X), ou`
ΓˆR,X de´signe le spectre affine du comple´te´ formel de X ⊗A R le long du graphe ΓR,X , qui a`
son tour se plonge comme sous-sche´ma ferme´ du premier et l’on note Γˆ◦R,X son comple´ment. Il
est aise´ de voir que L+G est repre´sentable par un sche´ma en groupes affine limite projective
de sche´mas en groupes affines lisses (et connexes si G l’est), tandis que LG est repre´sentable
par un ind-sche´ma en groupes ind-affine contenant L+G en tant que sous-sche´ma ferme´. Comme
d’habitude, l’on a un isomorphisme presque purement abstrait LG/L+G ∼= GrG,X/A, dont le
quotient peut eˆtre pris dans la topologie e´tale. Notons bien que cette description a` l’aide des
groupes de lacets entraˆıne de´ja` que les fibres de GrG,X/A sont des grassmanniennes affines :
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en effet, si Spec k → X est un morphisme donne´, alors on a des isomorphismes fonctoriels
ΓˆR,X ∼= SpecR[[t]] pour chaque k-alge`breR, et donc le k-ind-sche´maGrG,X/A×XSpec k s’identifie
a` la grassmannienne affine GrG⊗Xk[[t]] associe´e au sche´ma en groupes de´duit deG par changement
de base X → ΓˆR,X ∼= Spec k[[t]].
Particularisons au cas A = Z, X = SpecZ[u] et G = Gf.
The´ore`me 3.9. — La grassmannienne de Beilinson-Drinfeld GrGf ,Z[u]/Z est repre´sentable par
un ind-sche´ma ind-projectif au-dessus de Z[u].
Mentionnons que l’ind-proprete´ de la fibre ge´ne´rique de GrGf,Fe[u]/Fe a pris la plupart des ex-
perts par surpris, voir le th. 1.19 de [Ri16], dont la preuve suppose errone´ment que cette grass-
mannienne est constante, et aussi l’errata [Ri19] qui fut originalement motive´e par le re´sultat
ci-dessus. La conjecture de [Ri19] concernant l’ind-proprete´ d’une telle fibre ge´ne´rique pour un
k(t)-groupe arbitraire est e´troitement lie´e a` la conjecture I de 10.3 de [BLR] sur les mode`les de
Ne´ron au-dessus d’un anneau de Dedekind global, cf. [PL20].
De´monstration. — La repre´sentabilite´ par un ind-sche´ma ind-quasi-projectif a e´te´ de´ja` re-
marque´e et il suffit de montrer que G˜rGf := GrGf,Z[u]/Z ×Z[u] Z
′[v] est ind-propre. De´crivons
G˜rGf par les strates suivantes, qui sont des ind-sche´mas ind-projectifs (comparer la discus-
sion pre´ce´dente avec la prop. 5.4 de [PZ13]) : au-dessus de Z′[ 1e ][v
±1] il est isomorphe a`
la grassmannienne affine constante GrH ⊗Z Z′[e−1][v±1], cf. prop. 5.5 de [PZ13] ; modulo v
a` la grassmannienne affine locale GrGf ⊗ Z
′ ; au-dessus de Fe[v
±1] a` GrG0,e ⊗Fe Fe[v
±1]. La
dernie`re assertion est peut-eˆtre la plus surprenante et de´coule de ce que le sche´ma en groupes
Gf⊗Fe[a1/e, a−1/e][[u−a]] est isomorphe a` G0,e⊗Fe[[t]]Fe[a
1/e, a−1/e][[t]] ou` t = u−a et le sche´ma
en groupes G0,e sur Fe[[t]] est entendu en tant que mode`le parahorique correspondant a` l’origine
0 du sous-groupe pseudo-re´ductif pseudo-e´pingle´ de ResFe[[t1/e]]/Fe[[t]]H
Γ0 . Malheureusement
cette connaissance stratifie´e de G˜rGf ne suffit pas a` savoir qu’elle est globalement ind-propre,
e´nonce´ pour lequel il faudra introduire les varie´te´s de Schubert globales.
Soient µ ∈ X∗(TH) un cocaracte`re de TH et µ(t) le point correspondant dans le groupe de
lacets LTH . L’adhe´rence sche´matique de l’orbite de son image dans GrH de´termine la varie´te´
de Schubert Gr
≤{µ}
H , qui est un sche´ma projectif normal ge´ome´triquement connexe sur Z et
qui ne de´pend que de la classe de conjugaison {µ} ∈ X∗(TH)/W (ΦH) ∼= X∗(TH)+ de µ. On
note alors G˜r
≤{µ}
Gf
l’image ferme´e de la varie´te´ de Schubert usuelle dans la partie constante
G˜rGf ⊗ Z
′[1/e][v±1] et on appelle le sche´ma e´che´ant encore la varie´te´ de Schubert (dans G˜rGf).
En raisonnant comme dans la preuve de la prop. 5.5 de [PZ13], il s’ensuit que ces sche´mas sont
inte`gres et projectifs sur la base. Par suite, la seule chose qui reste a` de´montrer est que les espaces
topologiques sous-jacents aux varie´te´s de Schubert recouvrent l’espace topologique sous-jacent a`
G˜rGf .
Pour cela, on commence par construire quelques X˜-sections de G˜rT prolongeant l’image de
µ(t) et on peut se ramener au cas du sche´ma en groupes T = ResZ[v]/Z[u]Gm, en appliquant
une de´composition du sche´ma T originel en tels facteurs. Dans ce cas, on a un isomorphisme
X∗(TH) ∼= Ze et au e-uplet (n1, . . . , ne) correspondant on associe l’e´le´ment inversible
∏
(v −
ζiea
1/e)ni appartenant a` Z[v] ⊗Z[u] Z
′[a1/e]((u − a))× : en effet, chacun des facteurs du produit
divise l’e´le´ment inversible u−a. Ceci fournit la X˜-section ξµ cherche´e de G˜rT , dont les fibres au-
dessus des points x ∈ X peuvent eˆtre de´crites comme suit : si x ∈ X˜[u−1, e−1], alors la fibre de ξµ
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au-dessus de x est le point de GrGem attache´ a` (n1, . . . , ne) ; sinon, le point de GrResk[[t1/e]]/k[[t]]Gm
obtenu a` partir de ξµ correspond a` l’entier n1+ · · ·+ne ∈ X∗(TH)Γ (comparer aussi avec le lem.
4.17. de [HR18b]). Par suite, les sous-espaces topologiques |ξµ| forment un recouvrement ferme´
de |G˜rT |, ce qui entraˆıne de´ja` que cet ind-sche´ma est ind-propre.
Ceci e´tant, il est aise´ de voir que ξµ est contenue dans G˜r
≤{µ}
Gf
et, comme le groupe d’arcs
L+Gf ope`re sur la varie´te´ de Schubert, sa fibre au-dessus de x ∈ X˜ contient la varie´te´ de Schubert
S[µ], ou` [µ] de´signe l’image de la translation tµ induite par ξ
µ dans Wf \ W˜/Wf si x ∈ {u = 0}
(resp. W \ W˜/W sinon). Vu que ces e´le´ments sont cofinaux pour l’ordre de Bruhat, l’affirmation
topologique est e´tablie.
3.10. — Enfin on e´tudie la ge´ome´trie de la varie´te´ de Schubert G˜r
≤{µ}
Gf . Pour formuler le
the´ore`me ci-dessous, on a besoin d’introduire l’ensemble admissible Adm{µ} ⊆ W˜ , qui est la
partie des e´le´ments majore´s dans l’ordre de Bruhat par une translation tλ telle que λ = w0µ,
ou` µ ∈ X∗(TH)+ est le seul repre´sentant dominant de µ par rapport a` BH et w0 ∈ W0 (regarde´
comme un sous-groupe de W (ΦH)). On a aussi des variantes Adm{µ},f pour les autres facettes,
qui sont donne´es par les images de Adm{µ} dans Wf \ W˜/Wf.
The´ore`me 3.10. — La varie´te´ de Schubert G˜r
≤{µ}
Gf
est normale, plate sur X˜ et a` fibres
ge´ome´triquement re´duites et connexes, e´gales a` la re´union des varie´te´s de Schubert indexe´es par
les images des e´le´ments w ∈ Adm{µ} .
Avant de poursuivre, e´tendrons-nous un peu sur les sche´mas de´duits de G˜r
≤{µ}
Gf par quelques
changements de base particuliers SpecD → X˜, ou` D de´signe n’importe quel anneau de De-
dekind dont le spectre est muni d’une application non constante vers X˜. Si D = Fp(ζe)[v] en
caracte´ristique diffe´rente de e, on obtient les varie´te´s de Schubert de [Zh14] (mais sur un corps
fini) et, d’autre part, si D = Fe[v], on obtient des varie´te´s de Schubert globales pour les groupes
pseudo-re´ductifs que nous avons conside´re´s. Si D est un anneau de valuation discre`te en ca-
racte´ristiques ine´gales O avec une uniformisante distingue´e ̟ en tant qu’image de u, alors on
obtient les mode`les locaux au sens de [PZ13] mais aussi quelques uns a` phe´nome`nes de ramifi-
cation non mode´re´e.
De´monstration. — Il est clair que la fibre de G˜r
≤{µ}
Gf
au-dessus de n’importe quel point de X˜
contient les varie´te´s de Schubert indique´es dans l’e´nonce´, d’apre`s la construction des sections
ξµ ∈ GrT (X˜) au 3.9 et ce que le groupe d’arcs ope`re sur G˜r
≤{µ}
Gf . Afin d’obtenir l’e´galite´
de´sire´e, il faudra calculer les sections globales de fibre´s en droites amples, dont l’outil princi-
pal est le the´ore`me de la cohe´rence de X. Zhu, cf. [Zh14]. Cependant cette utilisation aura
lieu seulement quand le sche´ma en question est plat sur la base, et donc on montrera pro-
visoirement l’assertion plus faible dans laquelle X˜ est remplace´ par un anneau de Dedekind
D sur X˜, dont l’image de SpecD → X ne se re´duit pas a` un point, et Gr
≤{µ}
Gf
par son pla-
tifie´ (c’est-a`-dire, l’adhe´rence sche´matique de la fibre ge´ne´rique). Soit L˜de´t le fibre´ en droites
de G˜rGf obtenu en tirant en arrie`re le fibre´ de´terminant de GrGL(LieGf) par l’application natu-
relle, qui est bien de´fini car LieGf est un fibre´ vectoriel trivial d’apre`s C. S. Seshadri [Ses58].
La restriction de L˜de´t a` G˜rGde´r
f
a charge centrale sur chaque point x ∈ X˜ e´gale a` 2h∨, ou` h∨
de´signe le nombre dual de Coxeter (cela est bien connu en caracte´ristique diffe´rente de e, d’ou`
aussi modulo v par la continuite´ des degre´s sur P1Z et, par suite, aussi sur Fe[v
±1], puisque
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l’ind-sche´ma devient e´gal a` GrG0,e ⊗Fe Fe[v, v
−1]). Par suite, le th. 2 de [Zh14] entraˆıne que
dim
F
alg
p
H0(
⋃
w∈Adm{µ},f
Sw,p, L˜nde´t) = dimQalg H
0(Gr
≤{µ}
H , L˜
n
de´t), puisque, inde´pendamment du
fait que l’argument original se re´fe`re justement aux groupes re´ductifs, on peut toujours calcu-
ler les sections globales en caracte´ristique 0 ou p 6= e (comparer avec le cor. 4.4 de [Zh14]).
En effet, on commence par observer que, graˆce a` un argument avec une suite exacte du type
Mayer-Vietoris, on a une formule
dim
F
alg
p
H0(
⋃
i∈I
Swi,f,p,L) =
∑
J⊆I
(−1)j−1 dim
F
alg
p
H0(
⋂
j∈J
Swj ,f,p,L)
de type inclusion-exclusion, ou` L de´signe un fibre´ en droites ample de´fini globalement, puisque
les groupes de cohomologie supe´rieures s’annulent. Comme les intersections
⋂
j∈J Swj ,f,p sont
re´duites (en caracte´ristique positive, cela re´sulte de ce que son frobenius est scindable ; le cas de
caracte´ristique 0 en de´coule par semi-continuite´), elles co¨ıncident avec la re´union
⋃
l∈L Svl,f,p des
varie´te´s de Schubert contenues la`, ou` l’ensemble L ne de´pend pas de la caracte´ristique, voir la
prop. 2.8 de [Ri13]. En particulier, on se rame`ne par re´currence de´croissante au cas ou` |I| = 1,
lequel re´sulte de la platitude des Sw,f. Ceci montre aussi que la re´union sche´matique
⋃
wi
Swi,f
commute aux changements de base Z→ k, ou` k est un corps.
Cela fournit de´ja` l’e´galite´ cherche´e des fibres spe´ciales si le point ge´ne´rique de D s’envoie
sur le point ge´ne´rique de X˜ et donc la description conjecturale des fibres de G˜rGf est vraie en
codimension au plus 1. Si le point ge´ne´rique de D se trouve sur un point de codimension 1, on
applique le the´ore`me de la cohe´rence encore une fois, ce qui fournit la version faible du the´ore`me.
Observons maintenant que cette version faible implique que l’espace topologique sous-jacent a`
G˜r
≤{µ}
Gf
est le bon : si z est un point ge´ne´rique de la fibre G˜r
≤{µ}
Gf
⊗ k(x) d’un point ferme´ x ∈ X˜,
alors on peut trouver un anneau de valuation discre`te D sur G˜r
≤{µ}
Gf tel que le point ferme´
d ∈ D s’envoie sur z ; d’autre part, D → G˜r
≤{µ}
Gf ⊗X˜ D se factorise a` travers le platifie´, d’ou`
l’appartenance de z au lieu admissible d’apre`s la version faible qu’on a e´tablie. En particulier,
les points z de hauteur 1 dans G˜r
≤{µ}
Gf
s’envoient sur des points x ∈ X˜ de hauteur au plus 1.
Conside´rons enfin le normalise´ G˜r
≤{µ},norm
Gf
de G˜r
≤{µ}
Gf
dans son corps des fractions, dont la
platitude sur X˜ sera de´montre´ ensuite. Si U est un ouvert affine du normalise´, alors le comple´ment
du lieu de platitude V relatif a` X˜ a codimension au moins 2, donc le second hebbarkeitssatz
riemannien pour les sche´mas normaux fournit l’e´galite´ des sections globales Γ(V,O) = Γ(U,O),
dont le membre de gauche est plat sur X˜ selon le lem. VII.3.2. de [Ray70]. Ensuite on affirme que
l’application G˜r
≤{µ},norm
Gf
⊗k(x)→ G˜r
≤{µ}
Gf
⊗k(x) est une immersion ferme´e pour tout x ∈ X˜. En
effet, soit π un nombre premier de Z′ et notons kpi le corps re´siduel de Z
′ ; alors G˜r
≤{µ},norm
Gf
⊗kpi[v]
est plat sur la base et par conse´quent le morphisme fini et birationnel G˜r
≤{µ},norm
Gf
⊗ kpi[v] →
G˜r
≤{µ}
Gf
⊗ kpi [v] se factorise a` travers le platifie´. Or, puisque Adm{µ},0 se re´duit a` un point
par le cor. 2.11 de [Ri16], on a vu que ce platifie´ est ge´ne´riquement normal a` fibres spe´ciales
re´duites, donc normal graˆce au crite`re de Serre. Enfin notre affirmation sur les applications entre
les fibres de´coule du the´ore`me principal de Zariski et le fait que G˜r
≤{µ},norm
Gf
→ G˜r
≤{µ}
Gf
soit
un isomorphisme devient une conse´quence du lemme de Nakayama (comparer avec la fin de la
preuve de la prop. 7.1 de [PZ13]).
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On peut de´duire aussi de ce re´sultat le fait que la charge centrale d’un fibre´ en droites sur
G˜rGf est constante lorsque G = G
de´r. On en profite pour e´voquer une conse´quence inte´ressante
ve´rifiable de ce corollaire : la construction du 7.2 de [CGP15] des groupes pseudo-re´ductifs
exotiques basiques fournit une application canonique Ge → G telle que G est un groupe de´ploye´
et simplement connexe de type Φ∨ et qu’on ait un isomorphisme I(Ge,Fe((u))) ∼= I(G,Fe((u)))
induisant un home´omorphisme universel GrGf,e → GrGf ; ce que la charge centrale soit constante
entraˆıne que les coefficients a∨i de Kac-Moody d’un groupe et de l’autre sont ou bien e´gaux
lorsque P1i,t → P
1
i,d a degre´ e ou bien a
∨
i,t = ea
∨
i,d lorsque P
1
i,t → P
1
i,d a degre´ 1. Pour que la
deuxie`me situation ge´ome´trique se produise, il faut et il suffit que le nume´ro i corresponde a` une
racine euclidienne courte de G, et on peut ve´rifier la relation pre´vue entre les coefficients aux
tableaux de l’appendice de [Ca05].
3.11. — Ici on va e´claircir le lien entre ce qui pre´ce`de et les mode`les locaux des varie´te´s de
Shimura. On va supposer connues les notions fondamentales de la the´orie des perfecto¨ıdes et des
diamants comme explique´es dans [Sch17] ou [SW17], la v-topologie et les v-faisceaux y compris.
Alors P. Scholze a introduit dans [SW17] la variante suivante de la grassmannienne affine de
Beilinson-Drinfeld en caracte´ristique mixte, dont la fibre spe´ciale co¨ıncide avec celle de X. Zhu
[Zh17] :
De´finition 3.11 (P. Scholze). — La grassmannienne affine p-adique GrdRG d’un Zp-groupe
G affine, lisse et connexe est le pre´-faisceau sur la cate´gorie des alge`bres perfecto¨ıdes a` valeurs
ensemblistes, qui parame`tre les classes d’e´quivalence de G-fibre´s au-dessus de SpecB+dR(R) munis
d’une trivialisation au-dessus de SpecBdR(R).
On peut montrer que ce pre´-faisceau est un faisceau pour la v-topologie et qu’il est ind-propre
si et seulement si G est un Zp-groupe parahorique, cf. th. 1.3. de [PL20] et th. 21.2.1. de [SW17] :
si G est parahorique, la fibre ge´ne´rique ge´ome´trique (resp. spe´ciale ge´ome´trique) de GrG admet
une stratification localement ferme´e, dont les sous-faisceaux sont nume´rote´s par des e´le´ments de
X∗(T), ou` T est un tore maximal de G = Gη (resp. Wf \ W˜/Wf, ou` f est la facette de I(G, Q˘p)
a` laquelle G est associe´). Par une proce´dure d’adhe´rence, cf. [APLR], on en obtient de meˆme
des varie´te´s de Schubert entie`res dans le cadre pre´sent.
De´finition 3.12. — Soient G un Zp-groupe parahorique,G sa fibre ge´ne´rique et {µ} une classe
de conjugaison de cocaracte`res ge´ome´triques de G de corps reflex E. La varie´te´ de Schubert
Gr
≤{µ}
G,OE
est l’adhe´rence au sens des v-faisceaux de Gr
≤{µ}
G,E dans GrG,OE .
On ne peut plus attendre qu’elles soient en ge´ne´ral repre´sentables par des sche´mas au-dela`
du cas minuscule, vu qu’il en est de meˆme du faisceau (R,R+) → B+dR(R)/ξ
n pour n ≥ 2. En
revanche, P. Scholze a conjecture´ dans [SW17] :
Conjecture 3.13 (P. Scholze). — Reprenons les notations pre´ce´dentes. Si {µ} est minuscule,
alors il existe un et un seul sche´ma Mloc(G, µ) normal, plat sur OE et a` fibres re´duites, tel que
le v-faisceau associe´ soit isomorphe a` Gr
≤{µ}
G,OE
.
On peut aussi renforcer la conjecture en demandant que Mloc(G, µ) soit muni d’une action de
G, qu’il soit regarde´ en tant que mode`le de la varie´te´ de drapeaux Mloc(G, µ)⊗ E = G/P{µ} et
que l’identification ci-dessus pre´serve ces donne´es, dont l’existence dans le cadre perfecto¨ıde est
de´montre´ dans [APLR] resp. [SW17], cf. prop. 19.4.2. L’unicite´ d’un tel mode`le local re´sulte de
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la pleine fide´lite´ du foncteur X 7→ X♦ restreint aux Zp-sche´mas plats, projectifs et normaux, cf.
prop. 18.4.1 de [SW17], reposant sur le cor. 6.6 de [PL17]. Cette conjecture est partiellement
corrobore´e par la proposition ci-dessous, qui ge´ne´ralise a` son tour le cor. 21.6.10. de [SW17] et
le th. 2.14 de [HPR18].
Proposition 3.14. — La conjecture 3.13 vaut pour tous les couples (G, {µ}) de type abe´lien sur
Q˘p si le nombre premier p est impaire. Si p = 2, elle reste encore vraie, si l’on suppose que les
Q˘2-facteurs presque simples de G
ad sont de la forme ResF/Q˘2G1, ou` G1 est absolument presque
simple, se de´ploie sur une extension cyclique uniformise´e et n’est pas unitaire de dimension
impaire.
On dit que le couple (G, {µ}) est de type abe´lien si G admet un plongement ferme´ ρ dans
GLn tel que {ρ ◦ µ} = {(1(d), 0(n−d))} : d’apre`s la classification des repre´sentations irre´ductibles
des groupes re´ductifs connexes sur un corps quelconque, cf. [Ti77], il re´sulte aise´ment que, pour
que (G, {µ}) soit de type abe´lien, il faut et it suffit que les facteurs presque simples de (Gad, µad)
soient classiques de type An, Bn, Cn, D
H
n ou D
R
n , ou` les exposants H (resp. R) indiquent que les
cocaracte`res ge´ome´triques de chaque facteur absolument presque simple sont e´gaux a` ω1 (resp.
ωn−1 ou ωn), cf. [De79], 2.3. Une extension de corps discre`tement value´s L/K s’appelle cyclique
uniformise´e s’il existe une uniformisante ̟ de K telle que L = K(̟1/e).
De´monstration. — On sait bien, d’apre`s la prop. 21.5.1. de [SW17], qu’on ne change grand-
chose pour la preuve de la conjecture ci-dessus, lorsqu’on prend une extension centrale de G et
des rele`vements correspondants G et {µ}. La conjecture se comporte bien aussi pour les produits
presque directs. De plus, on voit aise´ment qu’il est loisible de se placer au-dessus de Q˘p, donc
tous les groupes sont quasi-de´ploye´s. Par suite, on peut supposer G = ResF/Q˘pG1, ou` G1 est
une z-extension de son groupe adjoint Gad1 , qui est absolument presque simple.
D’autre part, des changements de base a` la Breuil-Kisin (voir [PZ13]), joints aux constructions
de [Lev16] pour traiter les restrictions des scalaires, permettent de construire quelques mode`les
locaux Mloc(G, {µ}) a` partir des varie´te´s de Schubert conside´re´es au nume´ro pre´ce´dent, lesquels
sont normaux, plats sur OE et a` fibres re´duites (2). Par construction, on obtient meˆme une
immersion ferme´e
Mloc(ResOF /Z˘pG1, {(µσ)σ:F→Cp})→M
loc(ResOF˜ /Z˘p
H1, {(µσ˜)σ˜:F˜→Cp}),
ou` l’on note H1 le mode`le parahorique correspondant de la forme de´ploye´ H1 de G1. Un coup
d’œil sur la table de [De79] re´ve`le l’existence d’une repre´sentation ρ : H1 → GLn a` noyau central
telle que le copoids ρ ◦ µσ˜ soit minuscule conjugue´ a` (1(dσ˜), 0(n−dσ˜)) pour chaque σ˜ : F˜ → Cp.
D’ailleurs la repre´sentation ρ s’e´tend en un homomorphisme de OF˜ -groupes H1 → GLn, cf.
[Lan00], d’ou` une application naturelle
Mloc(ResOF˜ /Z˘p
H1, {(µσ˜)σ˜:F˜→Cp})→M
loc(ResOF˜ /Z˘p
GLn, {(1
(dσ˜), 0(n−dσ˜))σ˜:F˜→Cp}),
laquelle n’est peut-eˆtre plus une immersion ferme´e en petites caracte´ristiques (cf. [HPR18] et
le cas des groupes orthogonaux lorsque p = 2), mais est un home´omorphisme universel sur son
image (et donc une immersion ferme´e dans le monde perfecto¨ıde).
2. Signalons que D. Kirch avait de´fini les mode`les locaux pour les groupes unitaires absolument presque simples
de fac¸on fonctorielle dans un travail non publie´ [Kir17], en faisant converger l’approche de [PR09] lorsque p = 2,
mais qui ne permet de dire un mot sur la ge´ome´trie de leur re´duction.
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Or, d’une part, on peut comparer ce dernier mode`le local avec l’adhe´rence plate du mode`le
na¨ıf construit par M. Rapoport et T. Zink, cf. [RZ96], et d’autre part, le v-faisceau associe´ a`
ce dernier objet s’identifie a` la varie´te´ de Schubert perfecto¨ıde correspondante, cf. cor. 21.6.10.
de [SW17]. Comme tous les cocaracte`res e´taient minuscules du commencement jusqu’a` la fin, la
fibre ge´ne´rique du morphisme compose´
Mloc(G, {µ})→Mloc(ResOF˜ /Z˘p
GLn, {(1
(dσ˜), 0(n−dσ˜))σ˜:F˜→Cp})
s’identifie au morphisme canonique
G/P{µ} → (ResF˜ /Q˘pGLn)/P{(1(dσ˜),0(n−dσ˜))σ˜:F˜→Cp}
entre les varie´te´s de drapeaux, ce qui montre que Gr
≤{µ}
G,OE
n’est rien de plus que Mloc(G, {µ})
de´guise´ en pre´-faisceau perfecto¨ıde.
Contrairement a` [PZ13], on ne poursuit pas ici la recherche d’une de´finition ge´ne´rale des
mode`les locaux dans le cadre des grassmanniennes affines fonctionnelles, car on n’ai traite´ que
quelques cas absolument presque simples a` extension centrale pre`s ; ne´anmoins, si tout va bien,
on reviendra sur ce sujet dans la the`se [PLDiss]. Il serait aussi tre`s inte´ressant d’e´tendre cette
proposition a` quelques cas exceptionnels, mais nous ne savons pas comment le faire.
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